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Étude  des  solutions  simples  des  équations  aux  différences 
partielles  de  la  Physique  mathématique  ; 

Par  m.  Emile  Mathieu. 


Dans  toutes  les  questions  de  mouvements  vibratoires  ou  de  mouve- 
ments de  la  chaleur  dans  un  corps  de  forme  donnée,  on  commence 
par  chercher  une  solution  dite  simple,  qui  ne  dépend  du  temps  t  que 
par  un  facteur  qui  est  le  sinus  d  un  arc  qui  varie  proportionnellement 
au  temps,  ou  par  un  facteur  qui  renferme  le  tenips  en  exposant.  Cette 
solution  simple  satisfait  non-seulement  à  ime  équation  aux  différences 
partielles,  mais  encore  à  certaines  conditions  aux  limites.  La  solution 
la  plus  générale  est  la  somme  d'un  nombre  infini  He  ces  solutions 
simples. 

IViais,  bien  que  l'on  ait  calculé  pour  différents  problèmes  cette  solu- 
tion simple,  on  n'en  a  jamais  donné  jusqu'ici  une  définition  mathéma- 
tique qui  convienne  à  tous  les  cas.  Nous  nous  proposons  d'examiner 
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celte  question   dans  ce  Mémoire  et  nous  donnerons   aussi   quelques 
propriétés  de  cette  solution. 

Sur  In  représentation  de  la  solution  de  l'équation  Ar  =  —  a-v. 
1 .   Posons 

rfx'  djr''  dz' 


ffiti  d'à         d'il   , 

fl'Tfl  fi-ir^  fl-^ 


l'équation  qui  détermine  le  mouvement  de  la  température  u  dans  un 
corps  solide  homogène  renfermé  sous  la  surface  o  est 


du  ., 

—  —  c'Am, 


et,  en  désignant  par  du  l'élément  de  normale  à  la  surface  mené  exté- 
rieurement, on  aura  sur  cette  surface 

du.  j 

n  =  o     ou      :r   +■  ''"  =  "S 
an 

suivant  que  la  surface  sera  entretenue  à  une  même  température  que 
l'on  prend  pour  zéro  ou  rayonnera  dans  l'espace  où  il  se  trouve.  Pour 
avoir  une  solution  simple,  nous  devons  poser 


nous  obtiendrons 

Af  =  —  rt^f, 

et  i'  devra  aussi  satisfaire,  sur  la  surface  (7,  à  l'équation 

dii  , 

V  =  o      ou      -; — h  au  =:  o. 
dn 

J'ai  démontré  dans  ce  Journal  [Mémoire  sur  l'intégration  des  équa- 
tions de  la  Physique  mathématique,  I.  XVII,  1872)  que  toutefonclion  v 
qui  satisfait,  dans  l'espace  renfermé  sous  une  surface  a,  à  l'équation 

(i)  Ai'=  -  a^', 
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et  qui  y  est  finie  et  continue  ainsi  que  ses  premières  dérivées,  peut 
toujours  se  mettre  sous  la  forme 

pcosar      j 
(2)  V  =  J^-^p(h, 

p  étant  une  quantité  déterminée  en  chaque  point  de  0,  r  la  distance 
entre  le  point  [jc,  y,  z)  et  l'élément  ch^  et  l'intégrale  étant  étendue  à 
tous  les  éléments  drs  de  la  surface. 

Imaginons  une  couche  infiniment  mince  distribuée  sur  a  et  dont  la 
densité  soit  p  en  chaque  point  ;  concevons  de  plus  que  l'élément  de 
cette  couche  exerce  à  la  distance  rune  attraction  proportionnelle  à  la 

,.  .         coiiir  +  arsmar       .,  ,  ,,    .     , 

fonction j Alors  v  donnera,  par  ses  denvees  par  rapport 

à  X,  jr^  z,  les  composantes  de  l'accélération  du  point  {x,j,  z)  prove- 
nant de  l'attraction  de  la  couche,  et  il  pourra  être  appelé  pour  nbréger 
le  potentiel  de  cette  couche. 

2.  Si  l'on  cherche  la  densité  d'une  couche  distribuée  sur  a  et  dont 
le  potentiel  est  donné  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  de  la  surface  7,  on 
trouve,  en  raisonnant  comme  pour  le  potentiel  ordinaire,  que  cette 
densité  ne  peut  avoir  qu'une  valeur  et  qu'elle  est  fournie  par  la  for- 
mule 

dn' et  dn  étant  des  éléments  de  normale  menés  respectivement  à  l'in- 
térieur et  à  l'extérieur  de  la  surface. 

Examinons  le  cas  particulier  où  la  fonction  i»  est  nulle  sur  7.  On  a 
(Mémoire  cité,  n°  13) 


f- 


dn' 
et,  puisque  v  est  nul  sur  17,  on  a 

1      r  cosar    dv     , 
4  7r  J         r        dn' 


/cosrtr    dr     ,  , 
-r.dc  -+-  ànv, 
r       dn' 
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Donc  v  est  le  potentiel  d'une  couche  dont  la  densité  a  pour  valeur 

I       dv 
'  ^ir  dn' 

On  a  donc  ce  théorème  : 

SI  la  fonction  c  est  nulle  sur  la  surface  a,  elle  est  le  potentiel  d^  une 
couche  distribuée  sur  cette  surface  el  dont  la  densité  est  égale  à 

I      dv 
4ir  dn' 

Comme  la  densité  de  la  couche  est  aussi  donnée  par  la  formule  (3), 
il  en  résulte  —  =i  o\  v  sera  donc  nul  en  tous  les  points  d'une  surface  7' 
infiniment  voisine  de  a  et  extérieiu'e  à  7;  on  peut  raisonner  sur  7' 
comme  sur  a,  et  l'on  reconnaît  facilement  que  v  est  nul  en  tous  les 
points  extérieurs.  La  formule  qui  donnera  la  solution  simple  pourra 
cependant  ne  pas  être  nulle  à  l'extérieur  de  (7,  car  l'expression  (2)  ne 
doit  servir  de  facteur  à  la  solution  simple  que  dans  l'intérieur  de  g. 

5.  Dans  le  mouvement  vibratoire  d'une  membrane,  le  déplacement 
normal  de  chaque  point  est  donné  par  la  formule 


df 


d'u\ 


et  u  est  nul  sur  le  contour  s  de  la  membrane.  Pour  avoir  une  solution 
suiiple,  on  pose 

u  =  (Asin«c/  -i-  Bcosrtcf)w, 
et  l'on  a 

f  s'annulant  sur  le  contour. 

Nous  avons  vu  (Mémoire  cité,  n°  14)  que  la  solution  de  l'équa- 
tion (4),  assujettie  à  être  finie  et  continue  en  même  temps  que  ses  déri- 
vées du  premier  ordre,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(,'=Ç^^ds     avec     N=/    cos(rtrcosw)  log  (rsin^  w)  <^oo, 
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0  étant  une  quantité  donnée  en  chaque  point  de  s^  /■  la  dislance  entre 
le  point  [x^y)  et  l'élément  r/j  du  contour,  et  l'intégrale  étant  étendue 
à  tout  ce  contour. 

On  verrait  comme  ci-dessus  que,  si  la  fonction  v  s'annule  sur  le  con- 
tour, f3  est  donné  par  la  formule 

_    I      dv 
'  2  7:  lin' 


Sur  la  solution  de  V équation  Av  =  crv. 

4.  Soient  u,  v  deux  fonctions  qui  sont  continues,  ainsi  que  leurs 
premières  dérivées,  dans  l'intérieur  d'un  volume  ct  limité  par  une  sur- 
face «7.  On  a,  d'après  un  théorème  connu, 

ri  du    <•/(•  (lu   dv  dudr\_.      _  C     \)l      —    Ç      ^rl 

J    \dx  dx         dy  dy         dz  dz]  ~         J  J       dti'     ^' 

les  deux  premières  intégrales  s'élendant  à  tout  le  volume  ro  et  la  troi- 
sième à  toute  la  surface  q. 

Si  u  est  égal  à  f  et  que  v  satisfasse  à  l'équation 

[a)  Lv  =  r(-f, 

si  de  plus  f  ou  -r-,  est  nul  à  la  surface,  on  obtient 
'  dn 


/[(£)'-(?)'- (9'--]^ 


On  en  conclut  que  *'  est  nul  dans  tous  les  points  du  volume  ct.  Donc 
aussi,  si  une  fonction  r,  assujettie  aux  conditions  de  continuité,  satisfait 
à  l'équation  (fl)  dans  tout  le  volume  rrr  et  qu'on  connaisse  sa  valeur  ou 
celle  de  -—:  sur  la  sui  face,  celte  fonction  est  complètement  déterminée. 

dn  ' 

Car,  si  l'on  suppose  que  deux  fonctions  satisfassent  à  ces  conditions, 

dV 
leur  différence  F  ou  y-^  sera  nulle  à  la  surface,  et,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, F  sera  nul  dans  tous  les  points  intérieurs  à  n. 

Journ.  de  Math.  (3"  série),  tome  V.  —  JA^VIER  1S79.  2 
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a.  Je  dis  maintenant  qu'on  peut  toujours  trouver  une  telle  fonc- 
tion f ,  si  sa  valeur  est  counue  en  chaque  point  de  la  surface  z. 
Posons,  en  général, 

^7*\-  /rfn\*  /da\^ 


°''  ==(SV -(!)'- (S) 


et  désiguous  par  u  une  fonction  de  JC,  i\  s  qui  est  continue,  ainsi  que 
ses  premières  dérivées,  dans  lintérieur  de  r:  et  dont  la  valeur  est  don- 
née sur  7.  Il  est  aisé  de  voir  que  f [[Du]-  -i-  a-u^'\d—  est  susceptible 
d'un  minimum  :  supposons  que  ce  minimum  ait  lieu  pour  u  =;  «',  et 
imitons  une  démonstration  deDirichlel.  Posons 

«  ^  ('  -f-  Jiv, 

h  étant  une  constante  et  v  une  certaine  fonction.  Nous  pouvons  mettre 
("[(Dm  -  -r  a^u^diz  sous  cette  forme 

^h-  f[\p-j--:-a--j-]d^, 

en  nous  servant  de  l'équation  ( A\ 

Le  second  terme  de  cette  expression  est  nul,  parce  que  v  est  nid 
sur  z  d'après  Ihypothèse,  et,  pour  qu'il  y  ait  minimum  pour  u  =  i',  il 
faut  que  le  troisième  terme  qui  change  de  signe  avec  h  soit  nul,  qtiel 
que  soit  v  :  il  faut  donc,  pour  le  minimum  cherché,  que  Ion  ait 

Av  =  a- 1.- 

pour  tous  les  points  situés  à  rintérieur  de  c. 

De  ce  qui  précède  on  tire  les  conclusions  suivantes  : 

1°  Toute  fonction  qui  satisfait,  dans  l'intérieur  d'une  surface  j,  à 
l  équation 

Al'  ^=  a'v, 

et  qui  y  est  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  ordre,  a  pour 
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exj)!  es  S  ion 

(B)  v  =  j  j pd':, 

r  étant  la  distance  du  point  (x,  y,  z  j  à  d':  et  o  iinejonction  arbitraire 
des  coordonnées  de  z. 

2°   On  peut  toujours  disposer  de  Injonction  p  et  d'une  seule  manière, 
de  telle  sorte  que  i>  ait  une  valeur  donnée  en  chaque  point  de  n. 


yépplication  de  ce  qui  précède  à  la  fonction  j  p  dz. 

G.  Si  l'on  change  a^  eu  —  a-  dans  le  raisonnement  des  n"  4,  5,  ils 
cessent  d'être  exacts;  car  on  ne  peut  plus  dire  que  f[(Du  j'^ —  a-«-]ffe 
soit  susceptible  d'un  minimum,  ni  que  7i  s'annule,  si  cette  intégrale 
est  nulle.  Toutefois,  la  conclusion  obtenue  pour  la  function  (B)  doit 
avoir  lieu  en  général  pour  la  fonction 

[C)  j   '-^pda, 

qui  s'en  déduit  p^r  le  changement  de  a°  en   —  a'^ . 

En  effet,  la  fonction  p  peut  être  développée  en  une  série  dont  tous 
les  coefficients  constants  sont  arbitraires,  et  la  formule  (B)  est  déve- 
loppable  aussi  en  une  série  dont  les  coefticients  dépendront  des  pre- 
miers ;  tous  ces  coefficients  seront  déterminés  par  la  condition  que  la 
fonction  (B)  ait  une  valeur  déterminée  sur  la  surface  a. 

Si  dans  le  calcul  précédent  on  change  a  t^n  a\  —  i,  les  coefficients 
obtenus  par  ce  changement  resteront  réels,  et  ils  seront  déterminés  de 
manière  que  l'expression  (C)  ait  une  valeur  donnée  sur  la  surfjce  7. 

Donc  aussi  on  peut,  en  général,  trouver  une  fonction  de  la  forme  fC) 
qui  ait  une  valeur  donnée  en  chaque  point  d'une  surface  a.  Il  peut 
toutefois  y  avoir  exception  pour  des  valeurs  particulières  de  a  qui 
rendraient  infini  un  des  coefficients  de  la  série  qui  représente  la  fonc- 
tion (C). 

Chacun  des  termes  du  développement  de  (C),  dont  les  coefficients 

a.. 
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sont  d'abord  arbitraires,  satisfait  à  l'équation 

Ai'  =  —  a"^  i>. 

Si  l'un  de  ces  termes  s'annule  sur  7,  son  coefficient  devient  infini  en 
général.  Dans  ce  cas,  le  problème  est  donc  impossible.  iMais  alors 
on  peut  résoudre  un  antre  problème  qui  consiste  à  trouver  une  fonc- 
tion (C)  qui  s'annule  sur  a. 

Tout  ce  que  nous  venons  dédire  de  la  fonction  (C)  peut  être  étendu 
à  la  fonction  de  x,  j, 

(D)  v  =  Ç^pds, 

où 

N  =  /    cos   rt/'coso))  log(rsin-a))  r/oj. 

Ainsi  on  peut,  en  général,  trouver  une  telle  fonction  qui  ait  une  va- 
leur donnée  en  chaque  point  d'une  courbe  s.  Il  y  a  exception  pour  des 
valeurs  particulières  de  a;  et,  pour  ces  valeurs  de  n,  on  peut  choisir  p, 
de  manière  que  la  fonction  (D)  s'annule  sur  le  contour  de  la  courbe  s. 

7.  Il  est  bon  d'élucider  ce  qui  précède  |)ar  un  exemple. 
Considérons  la  fonction  (D)  pour  le  cas  où  s  représente  le  contour 
d'un  cercle  de  rayon  R,,  et  prenons  des  coordonnées  polaires  R,  a, 
dont  l'origine  est  au  centre  du  cercle.  J'ai  démontré  (^lémoire  cité, 
n°  21  )  que  cette  fonction  peut  se  mettre  sons  la  forme  de  la  série  sui- 
vante : 

CoQo(R,«i  +  (C,  cosa  +  D,  s;uy.)Q,(R,rz)  +  .  .  . 
+  (C„  coswa  -+-  D„sin«a)  Q„(R,  rt)  -i-  .  .  .  , 

C„,  D„  étant  des  coefficients  constants  et  Q„(R,«)  la  solution  de 
l'équation 

qui  ne  devient  pas  infinie  pour  R  =  o. 

On  voit  immédiatement  qu'on  pourra  déterminer  tous   les  coeffi- 
cients, et  d'une  seule  manière,  de  telle  sorte  que,  sur  le  contour 
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li  =  R, ,  V  soit  une  fonction  donnée  arbitrairenuMit /(î^).  11  y  aura, 
toutefois,  exception  clans  le  cas  où  a  est  racine  d'une  des  équations 

(E)  Q„(R,,«)=o,     Q,(R,,a)  =  o,     ....     Q„(R„,a)  =  o,     .... 

Alors  le  problème  est,  en  général,  impossible;  car,  si,  par  exemple, 
l'équation  Q„  (R|,rt)  =  o  est  satisfaite,  les  coefficients  C„,  D„  devien- 
nent infinis;  ils  sont  cependant  indéterminés  si  la  fonction  /{ck) 
satisfait  aux  équations 

/     /{u)  cosnt/.da  ~  o,        /     J[a)  sinnxda  =  o. 

Jo  <-  0 

Si  l'on  veut,  au  contraire,  que  c  soit  nul  sur  le  contour,  tous  les 
coefficients  €„,  C,,  D,,  .  ..  sont  nuls  en  général;  il  y  aura,  toutefois, 
exception  si  a  est  racine  d'une  des  équations  (E),  Q„  (R,,«)  =  o; 
car  alors  on  aura  aussi  la  solution 

t^  =  (C„  cosna  4-  D„sin7i^)  Q„  (R,a). 

Il  est  facile  de  faire  la  même  recherche  dans  le  cas  où  le  contour  s 
se  compose,  ou  de  deux  cercles  concentriques,  ou  d'un  rectangle,  ou 
d'une  ellipse,  ou  de  deux  ellipses  homofocales. 

8.  De  ce  qui  précède  on  déduit  le  théorème  suivant  : 

On  peut,  en  général,  déterminer  une  jonction  et  une  seule  qui  satis- 
fasse à  l'écjuation 

cPv  iPv 

dx-  i/i  - 

dans  l'intérieur  d'un  contour  s,  qui  y  soit  Jlnie  et  continue,  ainsi  que 
ses  dérivées  du  premier  ordre,  et  qui  ait  en  chaque  point  de  ce  contour 
une  valeur  variable  et  donnée  arbitrairement.  Il  y  a,  toutejois,  excep- 
tion pour  de  certaines  valeurs  de  a  se  suivant,  les  unes  les  autres,  à. 
des  intervalles  ;  et,  pour  ces  valeurs  de  a,  il  existe  une  Jonction  v  dijjé- 
rente  de  zéro  et  satisfaisant  à  tontes  les  conditions  précédentes,  sauj 
quelle  s'annule  sur  le  contour,  au  lieu  d'y  être  une  Jonction  arbitraire. 
Cette  jonction  v,  substituée  dans  la  formule 

(F)  «  =  (Asinrtc^  H- Bcosrtci)  t', 
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fournit  une  solution  simple  de  V équation 

qui  (hit  être  satisfaite  à  V intérieur  de  s,  et  h  laquelle  on  adjoint  la  con- 
dition que  V  soit  lud  sur  le  cojitour  s. 

[En  voulant  étendre  à  un  cylindre  plein  les  considérations  qne 
j'avais  obtenues  pour  un  corps  renfermé  entre  deux  cylindres  circu- 
laires excentriques  (t.  XIV de  ce  Journal,  1869,  p.  81),  j'ai  obtenu  un 
résultat  inexact  et  en  contradiction  avec  le  théorème  précédent.] 

La  formule  (F)  donne  le  mouvement  vibratoire  simple  d'une  mem- 
brane terminée  au  contour  s,  et  le  mouvement  vibratoire  le  plus  gé- 
néral est  la  somme  d'une  infinité  de  ces  mouvements  simples.  Ces 
mouvements  simples  sont  très-intéressants  à  étudier  an  point  de  vue 
de  l'expérience;  car,  comme  ils  donnent  des  sons  incommensurables 
entre  eux,  ils  tendent  à  se  produire  séparément  dans  l'expérience, 
afin  de  donner  lieu  à  un  mouvcmi  nt  périodique. 

9.  On  pourrait  énoncer  un  théorème  tout  semblable  an  précédent 
et  relatif  à  la  fonction  v,  qui  satisfait,  dans  l'intérieur  d'une  surface  cr, 
à  l'équation 

(G)  Ai'=-rt^', 

et,  sur  cette  surface,  à  l'équation  f  =  o.  Pour  étudier  le  refroidisse- 
ment d'un  corps  qui  rayonne  dans  l'espace,  il  faudrait  examiner  les 
fonctions  qui  satisfont,  dans  l'intérieur  de  (7,  à  l'équation  (G)  et,  sur 
celte  siu'face,  à  l'équation 

1-  6t'  =  o, 

(/« 

dn  étant  l'élément  de  normale  extérieure.  Mais  le  théorème  relatif  à 
cette  solution,  et  analogue  au  précédent,  est  encore  plus  difficile  à  dé- 
montrer rigoureusement. 
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Sur  la  solution  de  l'équatioti  —  '   =  c-  { ~  -h  —  |  • 

^  de-  \  dx'         df  I 

10.  Considérons  une  fonction  finie  et  continue,  et  dont  les  pre- 
mières dérivées  le  sont  au!>si,  qui  satisfait  dans  l'intérieur  d'un  con- 
tour s  à  l'équation 

,      V  d}{<  d-c  , 

(^)  .77^ +  57^  =  "«""' 

et  sur  ce  contour  à  la  condition  1'=  o.  Pour  fixer  mieux  les  idées, 
nous  supposerons  que  cette  solution  donne  le  mouvement  vihiatoire 
simple  d'inie  membrane  fixée  au  contour  s. 
La  fonction  v  peut  se  mettre  sons  la  forme 

i'  =  f'Npds     avec     N=/     cos((7/'cosw)  log(/'siu- w)  ^Yoj. 

Or  je  dis  que,  la  fonction  c  étant  nulle  sui-  5-,  si  la  densité  o  s'annule 
m  fois  sur  ce  contour,  i>  s'annule  m  fois  dans  le  voisinage  de  ce  con- 
tour. 

En  effet,  on  a  la  formule 

I      di' 

r^  îTr  dn' 

{u°  3).  Donc,  si  p  est  nul  en  un  point  A  du  coiitour,  on  a  aussi  eu  ce 
point  -— =  o.  Ainsi  l'accroissement  de  i'  suivant  la  normale  est  nul; 
donc  V  est  nul  en  un  point  infiniment  voisin  du  contour  et  situé  sur 
la  normale  au  point  A.  Il  résulte  aussi  de  là  que  les  ligues  nodales, 
qui  forment  le  lieu  des  points  où  t'est  nul,  couperont  le  contour  nor- 
malement aux  m  points  où  la  densité  est  nulle. 

D'après  cela ,  on  peut  classer  les  solutions  simples  d'après  le 
nombre  m  de  fois  que  p  s'annule  sur  le  contour;  mais  à  chaque 
nombre  m  correspondront  encore  une  infinité  de  valeurs  de  a,  qui 
iront  en  croissant  jusqu'à  l'infini. 
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11.  Nous  supposerons  que  le  contour  soit  formé  d'une  ou  de  deux 
courbes  fermées  qui  ne  se  coupent  pas  elles-inèmes,  ni  entre  elles.  Aux 
deux  coordonnées  x,  )  on  peut  en  substituer  deux  autres,  a,  jS,  telles 
que  le  contour  soit  représenté  par  une  ou  deux  équations  de  la  forme 
,';  =  const.  ;  a,  (5  peuvent  être  supposées  des  coordonnées  thermonié- 
triques.  En  effet,  supposons  d'abord  que  le  contour  soit  composé  de 
deux  courbes;  on  peut  imaginer  entre  les  deux  courbes  un  certain  état 
d'équilibre  de  température,  obtenu  en  maintenant  tous  les  points  de 
chaque  courbe  à  une  même  température  :  il  en  résultera  un  sjstéme 
de  lignes  isothermes  dont  la  température  pourra  être  représentée 
par  p. 

Supposons  ensuite  que  le  contour  ne  renferme  qu'un  bord  exté- 
rieur C;  imaginons,  tout  le  long  de  la  courbe  C,  une  source  de  cha- 
leur qui  la  maintienne  à  une  même  température  constante;  siipposons 
que,  sous  l'influence  de  cette  source,  tout  le  plan  soit  en  équilibre  de 
températiwe  :  nous  aurons  à  l'extérieur  une  série  de  lignes  isothermes 
dont  C  fera  partie;  à  l'intérieur  deC,  la  température  V  sera  constante. 
Nous  pouvons  former  une  courbe  intérieure  à  C,  et  infiniment  voisine, 
en  élevant  des  normales  intérieures  du'  qui  satisfassent  à  l'équation 

^^       dV  j  ,  dV  j  , 

V  +  -r  an  =  const.      ou     -r-  an  =^  const. 
tlii  an 

et  en  joignant  les  extrémités  de  ces  normales.  La  distance  normale, 
infiniment  petite,  des  deux  courbes  sera  en  raison  inverse  du  flux  de 
chaleur  qui  traversée,  de  l'intérieur  vers  l'extérieur.  Cette  courbe  C' 
étant  échauffée  comme  C,  d'une  manière  uniforme,  produirait  les 
lignes  isothermes  précédentes.  On  peut  imaginer  de  même  des  courbes 
intérieures  infiniment  voisines,  C,  C",  .  .  .;  et,  en  entretenant  l'une 
d'elles  à  une  même  température,  on  obtiendra  comme  lignes  iso- 
thermes toutes  les  lignes  analogues  à  cette  courbe,  et  qui  lui  sont  ex- 
térieures. La  limite  de  ces  courbes  sera  une  ligne  non  fermée  et  située 
à  l'intérieur  de  C.  En  la  maintenant  à  une  même  température,  elle  pro- 
duirait des  ligues  isothermes  qui  couvriraient  tout  le  plan,  et  doi;t 
nous  désignerons  encore  la  température  par  /5. 

Par  exemple,  si  le  contour  est  un  cercle,  la  limite  des  tourbes  iso- 
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thermes  est  un  point;  si  le  contour  est  une  ellipse,  cette  limite  est  la 
droite  qui  joint  ses  foyers. 

Nous  avons  prouvé,  dans  les  deux  cas  étudiés,  l'existence  d'un  et 
d'un  seul  système  de  lignes  isothermes,  dont  font  partie  le  bord  ou  les 
deux  bords,  et  dont  l'équation  est  /3  =  const.  Imaginons  les  trajec- 
toires orthogonales  de  ces  courbes;  on  sait  qu'elles  seront  aussi  des 
lignes  isothermes.  Soita  leur  paramètre  thermométrique-,  elles  auront 
donc  pour  équation 

a  =  const. 

En  adoptant  «,  /3  pour  coordonnées,   l'équation  («)   peut  se  mettre 
sous  la  forme 

...  cPv  c/'n  a' 

ib)  -n  +  ^^  =  —  7:; '% 

en  posant 

fj2  _  /^\-    ,    /^'«\ 


UJ      '     \,(r} 

12.  Nous  supposerons,  ce  qui  n'a  pas  toujours  lieu,  que  u  puisse 
être  regardé  comme  variant  d'une  manière  continue  dans  l'intérieur  du 
contour. 

Tous  les  raisonnements  de  mon  Cours  de  Physique  matliéinatiquc 
(n"*  70,  71,  72),  relatifs  aux  lignes  nodales  d'une  membrane  ellip- 
tique, sont  applicables  à  la  membrane  terminée  par  le  contour  actuel 
formé  d'une  ou  de  deux  courbes. 

Soii  V  [a,  p,  a,  n)  luie  solution  de  l'équation  [b)  assujettie  à  s'an- 
nuler sur  le  bord  intérieur  ^  =  b,  s'il  en  existe  un,  et  n  étant  le 
nombre  de  fois  que  u  s'annule  dans  le  voisinage  du  bord  extérieur 
P  =  B.  On  déterminera  a  par  l'équation 

V  («,B,«,n)  =:  o; 
soient 

a^ ,  rto,   .  . .  ,   a,,   .  .  . 

les  racines  de  cette  équation.  Ces  racines  ne  dépendent  pas  de  a,  mais 
elles  varient  avec  B,  et  l'on  peut  poser 

(c)  «,=/(B); 

Journ.  de  Math.  (3'  série),  tome  V. —  Janvier  1879.  ■J 
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ce  qui  prouve  que  la  fonction  v  renferme,  en  facteur,  une  fonction  de 
la  forme  '-pin,  fi).  Il  résulte  de  ce  que  j'ai  démontré  (lieu  cité)  que,  si 
l'on  fait  croître  B  à  partir  de  zéro  jusqu'à  l'infini,  a^  ira  constamment 
en  décroissant. 

L'équation  (c)  équivaut  à 

i'  (a,B,«i,7î)  =  o. 

Quand  B  croît  par  degrés  infiniment  petits,  a,  décroît  par  degrés  infi- 
niment petits  en  restant  indépendant  de  a;  donc,  réciproquement, 
quand  a^  va  en  croissant,  B  décroît  en  restant  indépendant  de  a.  Ainsi 
l'équation 

i'(a,|3,«j,  n)  =  o 

aura  des  racines  en  /3,  indépendantes  de  a, 

(5  =  B,,   p  =  Bo,  |3==B:,,    ..., 

et  ces  solutions  donneront  des  lignes  nodales  qui  coïncident  avec  des 
lignes  isothermes.  De  plus,  on  peut  démontrer  (lieu  cité,  n°  72)  qu'il 
y  a  dans  l'intérieur  de  ce  contoin- .?  —  i  de  ces  lignes  nodales. 

Mais  il  existe  un  second  système  de  lignes  nodales,  et  je  dis  que  ce 
second  système  est  rectangulaire  sur  le  premier. 

En  effet,  bien  que  la  membrane  soit  limitée  par  le  contour  |5  =  B, 
on  peut  la  concevoir  comme  terminée  à  une  ligne  nodale  /3  =  B,  dont 
tous  les  points  sont  fixes,  et  la  théorie  qui  précède  reste  a|)plicable  à 
la  partie  restante  de  la  membrane.  Donc  la  ligne  jS  =  B,  est  rencon- 
trée à  angle  droit  par  les  lignes  nodales  de  l'autre  système,  d'après  ce 
que  j'ai  démontré  ci-dessus  (n"  10).  Toutefois,  ces  lignes  nodales  ne 
se  confondent  pas  en  général  avec  des  courbes  «  =  const. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Supposons  un  inouveinetit  vibratoire  simple  d'une  membrane^  donné 
par  la  formule 

u  —  v{a,  /3)  (AsinrtC^  +  Bcos^zc^), 
où  (x,  j3  sont  des  coordonnées  ihermoniétriques  ;  v  satisjait  par  consé- 
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quent  à  Véquation 

supposons  de  plus  que  le  bord  extérieur  et  le  bord  intérieur,  s'il  y  en  a 
nu,  aient  pour  équation  Çj  =  const.  ;  enfui  concevons  encore  que  a  varie 
d'une  manière  continue  dans  Fintérieur  de  la  membrane.  Alors  les 
lignes  nodales  de  la  membrane  se  composeront  de  deux  systèmes  :  l'un 
formé  de  lignes  isothermes  p,  et  l'autre  de  lignes  rectangulaires  sur  les 
premières. 

13.  Occupons-nous  ensuite  du  mouvement  vibratoire  le  plus  gé- 
néral de  la  membrane,  qui  est  la  somme  dune  infinité  de  mouvements 
vibratoires  simples. 

Désignons  par  ?i  le  nombre  de  fois  que  le  bord  extérieur  est  ren- 
contré par  les  lignes  nodales.  Pour  une  valeur  de  n,  a  est  susceptible 
d'une  infinité  de  valeurs  ;  désignons-les  par 

dans  l'ordre  de  grandeur  croissante.  Ces  différentes  valeurs  de  a  poui- 
ront  d'ailleurs  correspondre  soit  à  une  seule,  soit  à  deux  ou  plusieurs 
formes  de  la  fonction  u. 

Pour  former  la  solution  générale,  nous  poserons  la  série  double 

U  —  2](Co.Asin«o,AC/  -f-  Do,.  cos«„,c^)  vj.u,  ^.a^^')  4-  . . . 

+  y  (C„  t  sina„j  et  -f-  D,,,,  cosa„^  et)  i'„  (a,  (5,  a„,^)  -t-  . . . , 

C„;;, D„j  étant  des  coefficients  constants.  Pour  les  déterminer,  suppo- 
sons que,  pour  /  =  o,  le  déplacement  et  la  vitesse  de  chaque  point  de 
la  membrane  aient  les  valeurs  suivantes  : 
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nous  aurons 

/(a,  jS)  =  IDo,Vo  ,a,  ^,n,,)  +  ..  .  -h  lD,,,P„(a,  ,3,«„,,)  +  . . ., 
io3(a,,S)=::iCo.<«o,A<'o''a-p5«o.«)  +  •••  +  ^C„.t«„ A «'«!>-,[;,  «„,,)  +  .... 

Appuyons-nous  sur  l'égalité 

r/V(a,  ^,rt)  f '!Z,|3,  a')dxd}  —  o, 

rt,  rz'  étant  deux  quelconques  des  quantités  a,  supposées  différentes 
entre  elles  et  l'intégrale  s'étendant  à  toute  la  surface  de  la  membrane. 
Multiplions  les  deux  équations  précédentes  par  t'„(5:,  /3,  a„^)clxdy  et 
intégrons  sur  toute  la  surface  de  la  membrane.  Nous  obtiendrons 

D„,t_r/V,7  (a,  /3,  a„j,)djc((y  =  Jj'/[0^,  jS)  <',/«,  fi-,  «„,/;  '^.rrf)-, 
<■«„.*  C„,fj\'^  {a. ,?,  a„j  r/x^Yr  =  /j'ç  >,  ,5  i  i'„  («,  jS,  a„j,)dxdj\ 

Si  7i  ou  A'  sont  très-grands,  t'„(«,  p,  ^„,j)  s'annulera  et  changera  de 
signe  ini  grand  nombre  de  fois  dans  l'intérieur  du  contour.  Il  en  ré- 
sulte que  les  intégrales  des  seconds  membres  sont  tres-petiles  et  que 
celles  des  premiers  membres  ne  le  sont  pas  ;  donc  C,  j,  D„^  sont  aussi 
très-petits. 
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Sur  un   tiléorème  de  Le  gendre , 
Par  le  1».   PEPIN,   s.  j. 


1.  Je  me  propose  de  compléfer  la  démonstration  du  théorème  par 
lequel  comnsence  le  §  III  de  la  troisième  Partie  de  la  Théorie  des 
nombres  deLegendre,  el  dont  voici  l'énoncé  : 

Si  c  est  premier  ou  double  d  un  nombre  premier,  deux  formes  tri- 
naires  différentes  de  c  ne  pourront  répondre  à  un  même  diviseur  trinaire 
de  Informulé  t.-  +  cu'^. 

Commençons  par  résumer  rapidement  la  démonstration  de  Le- 
gendre,  afin  d'en  remarquer  le  point  failde.  Nous  supposons  que  les 
deux  formes  Irinaires 

c  =  F=  +  0-[O^  H-H=),     c==F'=  +  S'- [G'-  -\-\r-) 

correspondent  à  un  même  diviseur  trinaire  A  el  que  les  deux  nom- 
bres G,  H  soient  premiers  entre  eux,  ainsi  que  les  deux  nondjres  (j', 
TI';  puis,  pour  abréger,  nous  faisons 

G=  -H  H=  =  Ti,      G'=  +  H'^'  =  ;:'. 

Chacun  des  deux  nombres  n,  -'  sera  représenté  par  le  diviseur  A, 
de  sorte  que  leur  proiiuit  rni'  sera  représenté  par  la  forme  principale. 
On  pourra  donc  vérifier  l'équation 

(i)  nn'  —  j"  +  cz-^ 

sans  supposer  z  =  o,  tant  que  l'on  n'aura  pas  rr  =  n'  ;  car,  si  t:  =  -', 
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il  peut  arriver  que  l'équation  ([)  n'admette  pas  d'autre  solution  que 
la  solution  évidente  ^  =  ±  n,  z  =  o. 

En  multipliant  l'équation  (i)  par  0^6'-,  et  en  remplaçant  6-r..  ô'-n' 
par  leurs  valeurs  c  —  F^,  c  —  F'*,  on  obtient  l'équation 

(c  -  F=)  {c  —  F'=)  =  6-ô''r-  -+-  cQ''0'-z-; 

d'où  l'on  déduit  que  la  différence  F-F'°  —  5'-5'^jr-  est  divisible  par  c. 
Considérant  alors  que  c  on  \c  est  premier,  et  que  les  deux  facteurs 
FF'  +  55'}',  FF'  — 55'j'  sont  de  même  parité,  nous  concluons  que  l'un 
de  ces  facteurs  est  divisible  par  c,  et  nous  posons  FF'  —  ùO'y  =  eu. 
L'élimination  dej'  entre  cette  équation  et  la  précédente  donne 

(2)  c  -F'-  =  (F  -F'm/  +  (c-  F'-)ii-  -^  z-ô-6'\ 

Si  z  est  différent  de  zéro,  cette  équation  est  impossible,  à  moins  que 
l'on  ne  fasse  u  =  o.  Mais,  si  z  est  nécessairement  nul,  comme  cela  ar- 
rive lorsque,  n  et  n'  étant  égaux,  leur  valeur  commune  est  inférieure  à 
^c,  on  peut  vérifier  l'équation  (2)  en  faisant  ?<=  i,  pourvu  que  les  deux 
carrés  F",  F'-  soient  égaux,  ainsi  que  ô"  et  6'-.  Ainsi  il  est  un  cas  qui 
échappe  au  raisonnement  de  Legendre  :  c'est  celui  où  les  deux  formes 
trinaires  considérées  sont 

(3)  c  =  F^  +  5^(G^  +  H-),     c  =  F^ +  5=(G'= -t-H'=), 

G°  +  H-,  G'"  +  H'-  étant  deux  décompositions  d'un  même  nombre  t: 
en  une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux. 

Supposons  0  pair  et  F  impair.  Le  raisonnement  de  Legendre  exige 
que  l'on  prenne  pour  F-  et  F'-  les  deux  carrés  impairs  des  deux  formes 
trinaires;  ici  ces  deux  carrés  sont  égaux,  ainsi  que  les  deux  nombres 
n  et  t:';  et,  comme  n  est  inférieur  à  ^c,  on  ne  peut  vérifier  l'équa- 
tion (i)  qu'en  faisant  j"  =  tt  et  2  =  0.  L'équation  (2)  se  réduit  à  une 
identité,  de  sorte  qu'on  ne  peut  plus  en  déduire  la  formule 

c  =  F=  +  F'2  +  ù-$'-z\ 

nécessaire  pour  la  démonstration. 


(6) 
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2.  Il  reste  donc  à  démontrer  le  théorème  de  Legendre,  dans  le  cas 
où  les  formes  trinaires  de  c  sont  données  par  les  formules  (3). 

Pour  faire  cette  démonstration,  nous  chercherons  d'abord  les  con- 
ditions nécessaires  pour  que  les  deux  formes  trinaires 

(  A  =:  [mx  -h  nj-)-    H-  [m'x  +  n' jf  -t-  [m"x  -+-  ti"j)', 
\  ii  =  (/n,  X  -+■  n,j)-  -+-  [ni\  x  +  n\  j  f  +  (m",  x  -+-  «",  j)- 

d'un  méuie  diviseur  quadratique 

A  =  px-  +  iqxj  -i-  ry- 

correspondent  respectivement  aux  deux  formes  trinaires    3)  de 

c=^pv~ci-. 

Les  formes  trinaires  de  c  qui  correspondent  aux  deux  formes  trinaires 
de  A  sont 

\.c  =  {in'ii"  —  m"7i'Y    -+-  {m"n     —  mn"  f  -+-  (mn'     —  in'nY, 
I  c-  =  [rn^  7i'\  —  in\  n\  r  -f-  (/;/',  «,  —  m, n")--\-  (mtn\  —  m\  ri,]"; 

et,  pour  qu'elles  soient  identiques  avec  les  formes  (3),  il  faut  que  l'on 

ait 

[m'n"   —  m" n'y-  -+-  {in\n\  —  m'\n\)-=  F", 

[m"  n   —  mn")-    -+-    mn'      —  in'n]'-    =5-(G--i-H^)  =5'--, 

[ni\  77,  —  m,  n\  )-  +  (/«,  «',  —  ln^  n,    =  5"  (G'-  -l-  H'^;  =  $--. 

Or,  en  faisant  j-  =  m^  x  =  —  n  dans  la  première  forme  trinaire  de  A, 
puis/  =  m,  et  a;  =  —  «,  dans  la  seconde,  on  trouve 

[  pn-    —  2qinn      -{- rm-  =:  [iiïn    —  n' m)'-     -^  [m" n    —  nin'f      z=  S'-t.. 
I  pTi\  —  2qin,n,  +  zvn'f  =  [in\  n,  —  n\  m, ,-  -\-  {m\n,  —  m,7i\Y  =  5^r; 

d'ailleurs  on  a,  identiquement, 

ipn'-  —  2(jmn  -i-  iin-){pn\  ~  iqm^n,  -+-  rml) 

—  [pun^  —  q{inn,  -+-  ;«,«)  +  nnin,]-  -h  C[in,n  —  nui,)-; 
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donc 

{0--Y  =  y-  -+-  CI-,     c  =  m^n  —  mn^  . 

Si  z  est  différent  de  zéro,  l'équation  obtenue  nous  montre  que  l'un 
des  facteurs  O^r:  -+-  j-,  ou  ''j-r.  —  j  doit  être  divisible  par  c,  puisque  c 
est  premier  ou  double  d'un  nombre  premier.  D'ailleurs,  5--  et  y 
étant  inférieurs  à  c,  leur  somme  ne  peut  être  divisible  par  c  sans  être 
égaie  à  c;  on  a  donc 

5^7T  +  J=C,        :5---J  =  2=. 

Puis,  en  remplaçant  5-7:  par  sa  valeur  c  —  F",  on  déduit  de  ces  équa  - 
lions 

j  =  Y\     c  =  Y-  +  Y-  +  z-. 

Dans  ce  cas,  le  raisonnement  de  Legendre  subsiste;  car,  s'il  est  néces- 
saire de  prendre  pour  F-  etF'^  les  deux  carrés  égaux  des  deux  formes 
Irinaires  de  c,  l'équation  c  =  F- +  F'- -(- 5-5'-s-,  qui  n'a  pas  lieu 
dans  ce  cas,  se  trouve  remplacée  par  une  équation  équivalente 

c  =  F=  +  F-  H-  z% 

d'où  l'on  déduira  les  mêmes  conclusions.  ]1  nous  suffira  donc  d'éta- 
blir le  théorème  proposé  dans  le  cas  où  l'on  a 

z  =  ;/z«,  —  /«,  n  =  o. 

5.  Dans  cette  hypothèse,  les  deux  nombres  m,,  «,  sont  respecti- 
vement égaux  aux  deux  nombres  m  et  n.  D'abord,  si  l'on  suppose 
m  =  o,  comme  n  ne  peut  être  nul  en  même  temps,  il  faut  égaler  m^  à 
zéro,  et  les  formules  (6)  donnent  piv  =  5'--  =  pn-^,  d'où  ?i-  ==  nf. 
Comme  le  signe  de  /i,  est  arbitraire,  nous  prendrons  n,  ^  n;  on  ver- 
rait de  même  que,  si  n  =  o,  il  faut  faire  «,  =.  o  et  m^  =  m,.  Consi- 
dérons le  cas  où  aucun   des  deux  nombres,  m  ou  «,   ne  s'évanouit. 

Soit  -  la  fraction  irréductible  à   laquelle  se  réduisent  les  deux  frac- 

p 

tions  égales  —■>  —  •■,  on  aura  m  =  /a,  n  =  Ip,  m,  =  iJ.c/.,  ti,  —  ^ap.   Les 
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deux  représentations  considérées  de  0--  par  la  forme  A  deviendront 

5-r.  =  l'ipi^'-  —  2qc(^  -+-  rcr)  =  p.-{pfi-  —  2qcf.^  -+-  rar), 

et  l'on  en  déduira  ).-  =  u.-,  puis  ).  =  u.,  parce  que  l'on  peut  changer 
en  même  temps  les  signes  des  deux  nombres  m^  et  ?i^.  On  a  donc 
w,  =  m  et  n  =  «,,  ainsi  que  nous  l'avons  annoncé,  et  les  deux  formes 
trinaires  de  A  sont 

^       l  A  =:  [mx  ■+-  nyY  +  [m' x  -+-  n'y)-    +  [m"  x  +  n"jY, 
]  A  =  [inx  4-  nj)-  +  (m'j  x  +  //,  y)-  +  [m\  x  h-  n\  jY. 

Les  équations  de  condition  nécessaires  pour  l'identité  des  deux  for- 
mules sont 

[  ni'- -^  m"- =  nï ^^ -^  m\- ,     n'- -\- ii"- —  n\- -\-  u\''Y, 
(  m  II  -h  m  n    =  ni  ^ii^  -h  ni ,  /< ,  ; 

de  plus,  les  deux  formes  trinaires  de  A  correspondent  respectivement 
aux  deux  formes  suivantes  de  c  : 

(  c  =  F^  +  [m" n  —  mn")-    i-    nm'   —  m' n)- , 
(o)  j  „  „  ' 

(  c  =  F- -f-  [ni^ii  —  nm^)-  -r-  [mn^  —  m^nf. 

4.  Nous  allons  d'abord  résoudre,  d'une  manière  générale,  les  équa- 
tions (7).  La  première,  mise  sous  la  lorme 

(m'  -+-  /n',)  [^ni'  —  m\]  =  {m\  -f-  m")  [ni\  —  m"), 

est  équivalente  aux  formules  simultanées 

m'  +  m^  =  ah,     m'  —  ni\  —  cd,     m\  -+-  m!'  ■—  ac,     in\  —  m"  =  bd, 

où  a,  b,  c,  d  désignent  quatre  nombres  entiers,  assujettis  à  la  seule 
condition  de  donner  des  valeurs  entières  aux  formules 

,,,  ,         ab -\- cd  ,  ab  —  cd  ,,         ac — bd  „  ac -V- bd 

(A)    m  =  5     m.  = 5     m    = ,     m,  = ; 

Journ.  de  Jlalh.  (3'  série),  tome  V.  —  Jasvieh  1879.  4 
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on  verrait  de  même  que  l'équation  ti'-  +  jf  =  n"^  -h  n"-,   est  réso- 
lue de  la  manière  la  plus  générale  par  les  formules 


La  troisième  équation  de  condition,  transformée  successivement  au 
moyen  des  formules  (A)  et  (B),  prend  les  deux  formes  équivalentes 

i  [il    —  //,)  nb  -+-  c{n"  —  /i'\]  a  —  c!{n"  -f-  n\  )  b  +  cd[n'  -h  «',)  =  o, 
[  [)n'  —  ni\)up  +  y[in"  —  ni'\)  a  —  fî(m"  +  '»",)/5  +  -^î^  [m'  -h  in\)  —  o. 

5.  Nous  allons  discuter  cette  équation,  afin  d'en  déduire  les  rela- 
tions qu'elle  exige  entre  les  nombres  n,  h,  <?,  d,  u,  /3,  7,  0.  Supposons 
que  l'on  ait  en  même  temps  jt'  =  ti\,  m'  =  m\  ,  les  équations  (7)  ne 
peuvent  être  vérifiées  que  de  l'une  des  deux  manières  suivantes  : 

m"  =        ///',      et     ti"  =  //', , 
m"  =  —  in'\      et     n"  =  —  n\. 

Dans  les  deux  cas,  les  formes  trinaires  (8)  de  c  deviennent  iden- 
tiques, contrairement  à  l'hypollièse.  Nous  pouvons  donc  admettre  que 
l'une,  au  moins,  des  deux  différences  (m'  —  m',),  («'  —  »',)  ne  s'éva- 
nouit pas. 

1"  Soil  n'  —  n^  ^  o.  L'équation  (9),  multipliée  par  [ti  —  n\)  se  met 
sous  la  forme  équivalente 

[(«'  —  fi\)(J  —  fl{ri"  +  7^",)]  [{n'  ~  Ti\)b  4-  c(ji"  —  n'\)] 

+  cd[n"-  —  ni  4-  «'*  —  »p  ;=  o; 

puis,   en  ayant  égard  à  l'équation  n'-  +  ?i"-  =  n'']  +  «"J,  et  aux  for- 
mules (B),  on  la  réduit  à  la  suivante  : 

yo[ao  —  dx)  iby  —  (ic)  =  o. 

D'ailleurs,  aucun  des  deux  nombres  7,  5  ne  peut  être  nul,  car  alors  on 
aurait  7/  =  ;/,,  contrairement  à  l'hypothèse;    l'équation  obtenue  se 


SUR    UN    THEOREME    DE    LEGENDRE.  27 

réduit  donc  à  l'une  des  deux  suivantes  : 

(10)  aâ —  v.d,     b-j  =  ^c. 

2°  Soit  n' =  n\  et  m'  —  m\^o.  L'équation  (9),  prise  sous  sa  se- 
conde forme-  et  multipliée  par  [m'  —  fn\),  se  met  sous  la  forme  sui- 
vante : 

[{m'  —  m\ )a  —  d{ m"  +  m'\  )][{ m'  —  '"',) /3  +  7 ( m"  —  in'\ ) ] 

-+-  70  [m"-  —  in\ ^  -+-  m'-  —  in\  -  )  =  n, 

et  se  réduit  à  l'équalion 

cd{ad  —  (70 j  [fie  —  b-/)  =  o, 

en  vertu  des  formules  (A)  et  de  l'équation  m'-  -+-  m"-  =  m\^  +■  tn\^ . 
Comme  aucun  des  deux  nombres  c  ou  d  n'est  nul  dans  l'hypothèse 
actuelle,  on  conclut  encore  que  les  nombres  a,  b,  c,  .  .  .  sont  assu- 
jettis, par  la  troisième  des  conditions  (7),  à  vérifier  l'une  des  deux  équa- 
tions (10). 

G.  Soit  d'abord  a5  =  ud.  On  peut  vérifier  cette  équation  en  faisant 
évanouir  les  deux  membres,  ce  qui  peut  s'obtenir  des  quatre  ma- 
nières suivantes  : 

a  =^  d  ^  o,     a  -—  0  T=z  o, 

rt  =  a  =  o,     d  =  5  =  o. 

Dans  les  deux  premières  hypothèses,  les  nombres  m',,  m\,  ...  ou 
7i\,  //, ,  .  . .  sont  nuls,  et  les  deux  formes  trinaires  (8)  de  c  sont 

c  =  o  -I-  in-n''  -h  m-n"-  =  o  -f-  m'^^î^  -  -\-  m^  ii\  ^, 
ou  bien 

c  =  o  ■+-  n^  [m'^  -h  m"'-)  =  o  +  /r  {in\^  -+-  m\^), 

c'est-à-dire  qu'elles  se  réduisent  à  deux  sommes  de  deux  carrés.  Mais 
le  nombre  c,  étant  premier  ou  double  d'un  nombre  premier,  n'est  dé- 
composable  que  d'une  seule  manière  en  une  somme  de  deux  carrés; 
les  deux  formes  trinaires  de  c  ne  peuvent  donc   différer   l'une  de 


l'autre  que  par  l'ordre  des  deux  derniers  carrés,  ce  qui  est  contraire 
à  l'hypothèse.  Dans  les  deux  derniers  cas,  les  nombres  m\ ,  m\ ,  u\ ,  ii\ 
sont  respectivement  égaux  à  m' ,  m",  n',  n"  ou  à  ces  nombres  changés 
de  signes  ;  de  sorte  que  les  denx  formes  trinaires  de  c  sont  identiques, 
tandis  qu'on  les  suppose  différentes.  Nous  pouvons  donc  admettre 
qu'aucun  des  quatre  nombres  «,  a,  d,  5  ne  s'évanouit.  Désignant  alors 
pary„  la  fraction  irréductible  à  laquelle  se  réduisent  les  deux  frac- 

(i      a. 

lions  -?  T'   on  a 

a      à 

a=^lj,     d  =  lg,     a--=p.  ,     (?  =  [J.g, 

1  et  fj.  étant  deux  nombres  entiers. 

Les  formules  (A)  et  (B)  deviennent  alors 


Au  moyen  de  ces  formules,  nous  allons  montrer  que  le  nombre  c  est 
nécessairement  composé,  à  moins  que  les  deux  formes  trinaires  (8) 
cessent  d'être  différentes.  Pour  cela,  nous  ordonnerons  la  première  de 
cf  s  formes,  par  rapport  aux  nombres  arbitraires  m,  n,  ce  qui  nous 
donnera 

(12)  c  =  F-  +  [il''  H-  n"-)in-  —  2[m' tï  +  in"n")inn  +  [m'-  4-  m"^)ji-. 
D'ailleurs,  par  les  formules  (11),  on  trouve 

m' II'  +  m"n"  =  ^^  [f-   -f-  g=)  [h[i  +  C7). 
On  ne  peut  pas  supposer  F  =  o,  car  les  deux  formes  ternaires  (8),  se 
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réduisant  à  des  sommes  de  deux  carrés,  seraient  nécessairement  iden- 
tiques, ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer  plus  haut.  Dès  iors,  les 
formules  précédentes  montrent  que  c  est  le  produit  de  deux  facteurs, 
dont  l'un  est  [f^  +  g' )  ou  -  (/-  ^-  g^),  et  dont  l'autre  est  plus  grand 

que  —'  Pour  que  c  soit  premier  ou  double  d'un  nombre  pre- 
mier, il  faut  que  —  soit  égal  à  i  ou  à  2.  D'ailleurs,  /  et  g  étant 

des  nombres  entiers,  premiers  entre  eux  et  différents  de  zéro,  l'équa- 
tion _/- -f- g- =  4  est  impossible;  on  doit  donc  prendre 

/'  -^g"-  =  2.    f^  =g=  =  1. 

Si  l'on  a  y  =  g  =  zz  I,  les  formules  ( \i)  donnent 

j)L  =  iii\  ,      m"  ;=  —  ni\  ,     n'  =^  n\  ,      ti  -—  —  ti\  , 

de  sorte  que  l'on  a 

inn'  —  m' n  =  inri\  —  m\n,     mn"  —  in'ti  =  —  (  mn\  —  m\n}, 

et  les  deux  formes  trinaiies  de  c  ne  diffèrent  que  par  l'ordre  des 
termes.  Si  Ion  ^J=  —  g  =  =t  i,  les  formules  (11)  donnent 

m'  =  —  in\  ,     m"  =  m, ,     n'  =  —  //"  ,     n"  =  n, , 

ce  qui  donne 

[mn'  —  m'n)=^  —  (nin'\  —  in^  n),     {mn"  —  m"n)  =  in7i\  —  in\i2, 

et  les  deux  formes  trinaires  de  c  sont  encore  identiques,  à  l'ordre 
près  des  deux  derniers  carrés.  Si  donc  deux  formes  trinaires  de  c, 
réellement  différentes,  correspondent  à  un  même  diviseur  trinaire  de 
la  formule  t^  +  eu-,  le  nombre  c  n'est  ni  premier  ni  le  double  d'uu 
nombre  premier. 

7.  On   arriverait  encore  à   la   même  conclusion   si   l'on  supposait 
6y  =  ^c.  D'abord  on  doit  exclure  les  deux  hypothèses 

è  =  c  =  o,     |3  =  7  =  o. 
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parce  qu'elles  font  évanouir  le  carré  F".  On  doit  aussi  écarter  les  deux 
hypothèses  è  = /3  =  o,  c=y  =  o,  parce  qu'elles  identifient  entre 
elles  les  deux  formes  trinaires  de  c.  On  pourra  donc  poser 

'•        ■/       g' 

/et  g  désignant  deux  nombres  premiers  entre  eux  et  différents  de  zéro, 
et  l'on  en  déduira  b  =  If,  c  =  Ig,  /3  =  txf,  •/  —  [J-g',  puis,  en  substi- 
tuant dans  la  formule  (12)  les  valeurs  qui  en  résultent  pour //;',  m",  . . ., 
on  verrait,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  c  est  le  produit  de  deux 
facteurs,  dont  le  plus  petit  est  -  (/'  +  g^),  et  qu'ainsi  il  ne  peut  être 
premier  ou  double  d'un  nombre  premier,  à  moins  que  l'on  n'ait 

/'  +  g'  =  2     ety=±^=±i. 

Or,  dans  cette  hypothèse,  les  deux  formes  trinaires  de  c  ne  diffèrent 
l'une  de  l'autre  que  par  l'ordre  des  termes. 

Ainsi,  dans  le  cas  exceptionnel  où  les  deux  formes  trinaires  de  c  se- 
raient déterminées  par  les  formules  (3),  il  est  impossible  que  ces 
deux  formes  correspondent  à  un  même  diviseur  trinaire  de  la  for- 
mule t-  +  ciâ,  si  le  nombre  c  est  premier  ou  double  d'un  nombre  pre- 
mier. Le  théorème  proposé  de  Legendre  esl  donc  vrai,  sans  aucune 
exception. 


DEVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS    DE    M.     WEIERSTRASS 


Sur  le  développement  des  fonctions  de  M.   IVeier strass 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable; 

Par  m.  Désiré  AIXDRE. 


INTRODUCTION. 

1.  Les  qiialre  fonctions  dues  à  M.  Weierstrass  ,  et  représentées 
d'ordinaire  par  les  notations  Al(x),  Al,(jr),  Alofjr'),  AI3  (x),  sont, 
comme  on  le  sait,  développablesen  séries  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  la  variable  x.  Dans  ces  dévelop|)ements ,  les  puissances 
successives  de  x  sont  multipliées  respectivement  par  des  polynômes 
entiers  en  k-.  L'étude  des  coefficients  de  ces  polynômes  fait  l'objet 
du  présent  Mémoire. 

2.  Nous  montrons  d'abord  que  si,  dans  les  polynômes  en  A^  que 
présente  un  même  développement,  nous  prenons  tous  les  coef- 
ficients d'une  même  puissance  de  A-,  nous  trouvons  les  termes  d'une 
série  récurrente  proprement  dite. 

Nous  donnons  ensuite,  pour  chacune  des  fonctions  considérées, 
une  première  équation  génératrice  de  cette  série  récurrente  et  une 
première  forme  du  terme  général  de  cette  série. 

Enfin  nous  réduisons  cette  équation  et  cette  forme  à  une  équation 
et  à  une  forme  incomparablement  plus  simples. 

3.  Les  résultats  que  nous  obtenons  ainsi  étaient,  ce  nous  semble, 
inconnus  avant  nous.  Nous  les  avons  donnés,  pour  la  pre- 
mière fais,  dans  une  Note  que  notre  illustre  maître,  M.  Ilermite,  a 
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bien  voulu  présenter  à  l'Académie  des  Sciences  [*].  La  méthode  qui 
nous  y  conduit  nous  paraît  à  la  fois  simple  et  rapide  :  elle  s'appuie 
sur  quelques  propriétés  des  séries  récurrentes,  sur  les  équations  diffé- 
rentielles auxquelles  satisfont  les  fonctions  de  M.  Weierstrass,  sur  les 
relations  qui  existent  entre  ces  fonctions  et  les  fonctions  elliptiques; 
enfin  sur  la  forme  des  coefficients  des  fonctions  elliptiques  trouvée 
antérieurement  par  nous  ["']. 


CHAPITRE   PREMIER. 

PROPRIÉTÉ    FONDAME>'TALE    DES    COEFFICIENTS. 

§  I.    —   Notations. 

i.  Des  quatre  fondions  de  M.  Weierstrass,  la  seule  fonction  Al,  (x) 
est  impaire;  les  trois  autres  sont  paires  [***].  Nous  pouvons  donc 
poser 

Al  (x)  =  p„  _p,^  +  p,i:-P3f!  +  ..., 

A 1 .  (  a-  )  =  Q  „  f  -  Q ,  J  +  Q ,  •^,  -  Q  3  ^j  +  . . . , 
AU(x)  =  R„  -R,^  +  R,J_R3f!+..., 
Al3(^)  =  S„      _S,-^  +  S,|^-S3^  +  ---, 

sachant  d'ailleurs  que  les  quatre  constantes  P^,  Q„,  R^,  S^  sont  égales 
chacune  à  l'unité. 

5.  Pour  les   constantes  P„,  Q„,  R„,  S„,   ce  sont  des  polynômes  en- 


[*]  Dans  la  séance  du  lo  décembre  1877. 

[**]   Comptes  rendus  de  l'académie   des  Sciences,  séance  du   10  juillet    1876.  — 
annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supériewe,  année  1877,  p.  265. 
[***]   Briot  et  BocQUET,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  4*36. 
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tiers  en  A-,  et  nous  posons 

P«  =  Pn.a  +  /'„,.  A=       -t-  p„,.k'      +  p„,3  A°  +  .  .  .  , 

Q«  =  7«,o  +  qn.^k-      +  7„,oX-'      4-  (/„,3A'  +  . . . , 

R„  =  r„„  +  r„  ,  A-       -+-  r„,2/?:'       +  r„,3  A"  -h  . . . , 

S„   =  .v„,o  f^""'  +  ^„,.  k-"-'+  s„^Jr"-'-+-  .y„.3  A="-»  -t-  . . . . 

6.  Notre  objet,  c'est  rétiuie  des  coefficients 

/'„/,  7"."  ^'>.c,  •$•«,«, 

regardés  comme  des  fonctions  de  n,  l'indice  t  étant  supposé   con- 
stant. 

Puisqu'on  a,  d'après  une  relation  connue  [*],  et  quel  que  soit  /, 

on  voit  que  cette  étude  se  réduit  à  celle  des  trois  premiers,   et  que 
nous  n'avons  à  nous  occuper  que  des  trois  fonctions 

A\{x),  Al,(x),  AK(.r). 


§  II.  —   Formules  relatives  aux  coejjîcients . 

7.  Les  trois  fonctions  considérées  A\{x),  A.\,[x),  Alo(.r),  regardées 
comme  dépendant  chacune  de  la  variable  x  et  de  l'indéterminée  /•,  sa- 
tisfont respectivement,  on  le  sait  ["1,  aux  trois  équations  différen- 
tielles 

d'k\  ,,      f/Al    ,       ,,,2'^AI        ,00., 

— —  -1-  ik-x 1-  2  AA  ^  -— — h  A- .a:- AI  =  o, 

d.c'  i/.e  dk  ' 

-— -  -I-  ik-x  — h  2A-A-'-— -^+    A-'-+  k-x^)h\.  =0, 

(II-  dx  lik  ^  }        \  1 

-— —  +  2k- X  —, h  2  AA-  -  -y,-  +  (i  -+-  A=jr=)AU  =  o, 

dx-  dx  dk  ^  1.1 

dans  lesquelles  A'-  n'est  autre  chose  que  la  différence  i  —  k- . 

L*]  Briot  et  BouQDET,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  468. 
[**]  Ibid.,  p.  471.  Ces  équations  sont  dues  à  M.  Weierstrass  [Journal  de  Crelle, 
i856). 
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Ce  sont  ces  trois  équations  différentielles  qui  serviront  de  premier 
fondement  à  nos  recherches. 

8.  Pour  en  tirer  des  fjriiitdes  relatives  aux  quantités  P„,  Q,„  Iî„, 
supjiosons  que  les  fonctions  Al(,r),  Al, 'a:),  Wn{x)  y  soient;  respecti- 
vement remplacées  par  les  dévelop[)ements  c{ue  nous  avons  écrits  en 
commençant  (4);  puis  égalons  à  zéro  le  facteur  qui,  au  résultat  ob- 
tenu, multiplie  — '■ ,  dans  la  seconde  équation,  et  — — -  dans  les 

deux  autres.  Nous  trouvons 

P,.*-,  --  i'ik-P,,  —  2kk'-  -— ^  +  iti' 2n  —  i)k-  P,,_,  =  o, 

Q«+i  —  [i  -î-  (4«  -1-  0'^'']Q«  ~  ikk'-  -y  -h  in  [in  -4-  iJ/t-Q,,,,  =  o, 

R,;^l   —  (l  T-  4"^')R«  —  ikk'-  — ^  -I-  2«(2H  —  i)/£-R„_,  ^  o. 

9.  Des  égalités  que  nous  venons  d'écrire  (8),  nous  pouvons  tirer 
maintenant  des  formules  relatives  aux  coefficients  Pn,ti  fln,f,  ^n,f  Pour 
V  parvenir,  remplaçons  d'abord,  dans  ces  égalités,  lî-  par  i  —  K-\  en- 
suite les  quantités  P„,  Q„,  R„  par  leurs  expressions  (5)  en  fonction  de 
k\  enfin  égalons  à  zéro  les  coefficients  respectifs  de  k'^  dans  les  trois 
résidtats.  Nous  trouvons  ainsi  les  trois  formules 

P„+>.t  ~  ktpn.t  —fi{n-t    4-  i)p„,,_, -(- 2«(2«  —  !)/;„_,,,_,  =  o, 

7«+i,c   —   {^t  -+-  f)(ln,t  —  (4«  —    U  +  o)q„,t-t  H-  2"(2«  -1-  l)c/„_|  t_|  =  o, 
^"+),r  —  (4'   -rl)r„,,  —  4(«  —    t    +  l)7„,t_,  -+-  'i7^(2/^  —  i) /•„_,, ,_,  =  o, 

qui  sont  beaucoup  plus  faciles  à  manier  que  les  précédentes  f8  ;,  puis- 
qu'elles ne  contiennent  aucune  dérivée. 


§  III.   —  Propriété  fondamentale  des  coefficients. 
10.  Considérons,  d'une  part,  la  suite  formée  par  les  coefficients 

•••5    Pn~i,n   Pii-i,n    P/t.t  1    Pri  +  i.c<    Pn  +  i,i>     •■■) 
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de  l'antre  celle  que  forment  les  coefficients 

•■•)   Pn-2,t-n  Pn~i,r~if   Pn.t-n   A'/j-^f.r-n   Pn+2,c-i^    •••• 

Les  lermes  de  la  première  sont  liés  aux  termes  de  la  seconde  par  la 
formule 

P,.^,,t  —  htp„_,  —  /i(/2—  t-\-l)p„_,^y   +  2n{2H  —  1     pn-,,t-t    =  o, 

que  nous  venons  d'établir  (9). 

Cette  formule  nous  montre  nettement  que,  si  la  seconde  suite  est 
une  série  récurrente  proprement  dite,  la  première  en  est  également 
une,  c'est-à-dire  que,  les  coefûcients  p„,,-i  et  /;„,,  étant  regardés  comme 
des  fonctions  de  n  seulement,  si  le  premier  est  le  ternie  général  d'une 
série  récurrente  proprement  dite,  il  en  est  de  même  du  second. 

Or  on  sait  que  /j,,,,  est  nul,  quel  que  soit  n.  Donc  /?„  ,,  d'après  la 
formule,  est  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite. 
Donc,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  il  en  est  encore  de  même 
pour  p„  i. 

On  verrait,  par  des  considérations  analogues,  ou  plutôt  identiques, 
que  (/„, ,  /'„,;,  s,,,,  regardés  comme  des  fonctions  du  seul  indice  /?, 
jouissent  de  la  même  propriété. 

li.  Ainsi  les  coejficieni.s  p„_,,  </„  „  /■„_,,  s,,,,  qui  font  l'objet  de  notre 
élude  et  que  nous  regardons  comme  des  fonctions  de  7i  seulement, 
l'indice  t  étant  supposé  constant,  constituent  chacun  le  terme  général 
(Pline  série  récurrente  proprement  dite.  C'est  là,  à  nos  veux,  leur  pro- 
priété Jondameiitale.  Cette  propriété  rapproche  les  fonctions  de 
M.  Weierstrass,  non-seulement  des  fonctions  elliptiques,  mais  encore 
des  fonctions  plus  générales  qne  nous  avons  précédemment  étudiées  [*]. 

12.  Dès  qu'on  connaît  une  équation  génératrice  d'une  série  récur- 
rente, que  cette  équation,  d'ailleurs,  puisse  être  résolue  ou  soit  impos- 
sible à  résoudre,  on  sait  une  forme  du  terme  général  de  cette  série.  Pour 
arriver  aux  formes  des  coefficients  que  nous  éludions,  il  nous  suffira 

I*]   Comptes  rcniliis  de  V Académir  des  Sciences,  séance  du  29  octobre  187'-. 

O.. 
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donc  de  détertuiner  des  équations  génératrices  des  séries  récurrentes 
dont  ils  constituent  les  termes  généraux.  La  méthode  que  nous  devons 
suivre  nous  est  ainsi  naturellement  indiquée. 


CHAPITRE  II. 

PREMIÈRE  FORME  DES  COEFFICIEISTS. 

§  I.  —  Remarque  sur  un  problème  important. 

13.  Co.iime  nous  l'avons  fait  observer  déjà  (10),  les  lormules  (9) 
relatives  aux  coefficients  établissent  chacune  une  relation  entre  les 
termes,  caractérisés  par  l'indice  t  —  i ,  d'une  première  série  récurrente, 
et  les  termes,  caractérisés  par  l'indice  t,  d'une  série  récurrente  nou- 
velle. 

Si  cette  rL'lation  nous  permettait  de  déduire  une  équation  génératrice 
de  la  seconde  série  d'une  équation  génératrice  de  la  {)remière,  elle  nous 
fournirait  le  moyen  d'arriver  de  proche  en  proche  à  des  équations  gé- 
nératrices des  séries  récurrentes  dont  p„i,  q^^c,  r„t,  s„i  constituent  res- 
pectivement les  termes  généraux;  elle  nous  fournirait,  par  conséquent, 
la  solution  du  problème  qui  nous  occupe. 

14.  Nous  sommes  donc  conduits  à  nous  poser  ce  problème  général  : 

Etant  donnée  une  relation,  linéaire  et  homogène,  entre  certains 
termes 

...,  H„_,.  H„_,,  n„,  lU,,  H„,„   .... 

de  deux  séries  récurrentes  proprement  dites,  relation  ilans  laquelle  les 
tenues  G  ont  pour  coefficients  des  constantes  et  les  termes  H  des  poly- 
nômes entiers  en  n,  déduire  d^une  équation  génératrice  de  la  série  H 
une  équation  génératrice  de  la  série  G . 

15.  Ce  problème  général  est,  on  le  voit,  fort  important.  Peut-être 
avons-nous  été  le  premier  à  le  poser  et  à  le  résoudre.  Quoi  qu'il  en  soit, 
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il  afait  de  notre  part  l'objet  d'un  Iravad  spécial  [*],  et  voici  la  solution 
fort  simple  que  nous  eu  avons  donnée  : 

Pour  obtenir  les  racines  cVune  é [uation  géne'ratrice  de  la  série  G,  // 
suffit  de  prendre  : 

i"  Les  racines  d'une  équation  génératrice  de  la  série  récurrente  de- 
finie  par  L'égalité  qui  aurait  pour  second  membre  zéro  et  pour  premier 
l'ensemble  des  termes  en  G  de  la  relation  considérée,  en  conservant  à 
chacune  de  ces  racines  son  degré  de  multiplicité; 

2"  Les  racines  d'une  équation  génératrice  de  la  série  H,  en  augmen- 
tant le  degré  de  multiplicité  de  chacune  d'elles  de  l 'exposant  de  la  plus 
haute  puissance  de  n  figurant  dans  la  relation  considérée. 

16.  Nous  allons  appliquer  ce  résultat  aux  trois  formules  (9)  succes- 
sivement, afin  de  déduire  de  la  première  la  forme  de  p,,,,  de  la 
deuxième  celle  de  ç„„  de  la  troisième  celles  de  /'„,f  et  de  s,,,. 


§11.    —    Première  Jorme  du  coefficient  p„t. 
17.   Reprenons  la  formule 

Pn+K,t  —   4  U^n.t  —  4(«  —  i    +    ^)Pn,t-x    +   2n[2n  —    I  )/?„_,,,_,    =   O, 

qui  est  la  première  des  formules  (9). 

En  y  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  G,  on  obtient  l'égalité 

Pn+,,t   —     »    fp»,t=   O, 

qui  définit  une  série  récurrente  admettant  évidemment  l'équation  gé- 
nératrice 

z  —  4^  =  O- 

Le  plus  liaut  exposant  de  n  s'y  trouve  égal  à  2. 

Donc,  pour  passer  d'une  équation  génératrice  correspondant  àp„_t_, 

[*]  Bulletin  de  la  Société  mathématique  (le  France,  année  1878. 
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à  une  équation  génératrice  correspondant  k  p„„  il  suffit  de  prendre  la 
première  de  ces  équations  génératrices,  d'y  augmenter  de  deux  unités 
le  de"ré  de  multiplicité  de  chaque  racine,  et  d'y  introduire  une  racine 
nouvelle,  égale  à  ^^t. 

18.  Puisque />„„  est  nul  quel  que  soit  «,  la  série  récurrente  dont  le 
terme  générai  estp,,,  admet  l'équation  génératrice 

z  —  4.  I  =0. 

Il  s'ensuit,  si  l'on  tient  co.npfe  du  puagi-apiie  précédent  (  17  ,  que 
la  série  dont  le  terme  général  est />„,  admet  l'équation  génératrice 

(z  —  4-  >  i^(z  "  4-2)'  =  o; 
que  Celle  dont  le  terme  général  est  /j,,^  admet  l'équation  génératrice 

(z  —  f\.\Y  (z  —  4-2)'  [Z  —  4-^)'  =  o; 

et  ainsi  de  suite. 

En  d'  finitive  donc,  l:i  série  récurrente  dont  le  terme  général  est  le 
coefficient  p„_,  admet  l'équation  génératrice 

19.  Cette  équation  génératrice  obtenue,  la  forme  générale  du  coeffi- 
cient /)„,;  s'écrit  immédiatement.  On  a,  conformément  aux  règles  de 
Ln^ranire, 

l'expression  c(,[n)    désignant    un    polynôme    entier  en   n    du    degré 

11—29. 

§  III.  —  Première  forme  dn  coefficient  </„,. 
*iO.  La  seconde  des  formules  (9)  est  celle-ci 
7h+i.i— (4^-1-  07«,t  ^  Î4"  — 4<-+-5)7,.,,_,  -:-  2!i{2Ti  -f-  i)(j„.  ,  ,_,  =0. 
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Si  l'on  y  égale  à  zéro  l'ensemble  (15)  des  termes  en  G,  on  obtient 
l'égalité 

qui  définit  une  série  récm-rente  admettant  évidemment  l'équation  gé- 
nératrice 

z-(4^  +  i)  =  o. 

Le  plus  haut  exposant  de  n  y  est  encore  égal  à  2. 

Donc,  pour  passer  d'une  équation  génératrice  correspondant  à 
</«,?-!  à  une  équation  génératrice  correspondant  à  </„,,  il  suffit  de 
prendre  la  première  de  ces  équations  génératrices,  d'y  augmenter  de 
deux  unités  le  degré  de  multiplicité  de  toutes  les  racines,  et  d'y  intro- 
duire une  r.icine  nouvelle,  égale  à  l\t-\-  i. 

21.  Or  on  sait  que  q„a  est,  quel  que  soit»,  égal  à  l'unité;  en 
d'autres  termes,  qu'il  est  le  terme  général  d'une  série  récurrente  ad- 
mettant léquation  génératrice 

z  —  (4.0  4-  i)  =  o. 

Donc  les  séries  récurrentes  dont  les  termes  généraux  sont  respective- 
ment ^„_|,  y„  2  admettent  les  équations  génératrices  respectives 

[z-(4.o-Hi;]^'[s-(4.i  +  .)J*  =  o, 

[z-(4.o-+-i)p[z-(4.i  +  .)]'[s-(4.2+i)]'-o; 

et  ainsi  de  suite. 

Donc  la  série  récurrente  dont  le  terme  général  est  q„i  admet  l'équa- 
tion génératrice 

i 

22.  Il  s'ensuit  immédiatement  que  la  forme  générale  de  9,,,  est 
donnée  par  la  formule 
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dans  laquelle  2o(«)  représente  un  polynôme  entier  en  «,  du  degré 

2  /  —  2  5. 

§  IV.  —  Première  Jorine  des  coefficients  /•„,,,  s,,,. 
23.  La  troisième  des  formules  (9)  est  celle-ci: 

''«  +  !,/  —   (4^  +  l)  '''^/   —  4  ("  —  ^  +   0  ''».;-!    -!-    2«  (2«  —  l)  r„_,,,_,   =  O. 

Elle  nous  montre  qu'une  équalion  génératrice  relative  au  coeffi- 
cient /•„/  se  déduit  d'une  équation  relative  au  coefficient  r„,_|,  comme 
une  équation  de  q„^i  se  déduit  (20)  d'une  équation  deç„,_|. 

On  a,  d'ailleurs,  pour  /-„  o,  comme  on  l'avait  pour  r/„  o>  l'équation 
génératrice 

Z  —  (4.0  +  l)  =:  o. 

Donc  le  coefficient  r„_,,  ainsi  que  le  coefficient  s„,  qui  lui  est  égal, 
est  le  terme  général  d'une  série  récurrente  admettant  l'éqiiation  géné- 
ratrice donnée  déjà  (21)  pour  la  série  correspondant  à  q„,. 

Donc  le  coefficient  /-„ ,,  ainsi  que  son  égal  .y„_„  a  la  forme  donnée 
déjà  (22)  pour  le  coefficient  </„_,. 


CHAPITRE   III. 

FORME    SIMPLIFIÉE    DES    COEFFICIENTS. 

§  I.  —  Simplification  d'une  équation  génératrice. 

24.  Soit  E„  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite. 

Soit 

E„  +  aE„_,  +  j3  E„_2  +  7E„_3  =  o 

la  relation  qui  définit  celte  série  et  de  laquelle  on  tire  immédiatement 
l'équation  génératrice 

z'  +  a  z^  -+-  p  z  +  y  =  o. 
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Les  termes  de  cette  série  satisfont  évidemment  aux  deux  équations 

E„  +  a  !::„_,  +  j3  E„_2  +  7  E„_3  =  o, 
E„^,  +  a  E„_o  -\-  jS  E„_3  +  vE„_,  =0; 

par  suite,  à  une  combinaison  quelconque  de  ces  deux  équations,  et,  en 
particulier,  à  l'équation 

E„  +  (a  -  Çj  E„_,  +  (fi  -  aÇj  E„_,  +  (y  -  /î?)  E„_3  -  -(;,  E„_,  =  o, 

qu'on  obtient  en  retranchant,  de  la  première  d'entre  elles,  la  seconde 
multipliée  par  Ç. 

Cette  nouvelle  équation  pourra  être  regardée  comme  une  nouvelle 
définition  de  la  série,  et,  à  cette  nouvelle  définition,  correspondra  la 
nouvelle  équation  génératrice 

2»  4-  (a  -  Ç)  z'  +  (,3  -  r/Ç)  z^  +  (v  -  ,3?) z  -  7,'  =  o, 

qui  n'est  autre  que  la  première  équation  génératrice  multipliée  par 
le  binôme  z  —  s- 

2o.  Il  ressort  de  cet  exemple  qu'iuie  série  récurrente  quelconque 
admet  une  infinité  d'équations  génératrices.  On  verrait  d'ailleurs  faci- 
lement que  chacune  de  ces  équations  peut  être  remplacée  par  une  équa- 
tion plus  compliquée,  et  que,  une  seule  exceptée,  chacune  peut  être 
remplacée  également  par  une  équation  plus  simple.  Simplifier  une  équa- 
tion génératrice,  c'est  la  remplacer  par  une  équation  plus  simple  con- 
venant à  la  même  série. 

L'unique  équation  génératrice  qui  ne  peut  être  simplifiée  jouit  évi- 
demment de  cette  pro[)riété  que  son  premier  membre  divise  exactement 
les  premiers  membres  de  toutes  les  autres  équations  génératrices.  Pour 
se  rapprocher  de  cette  équation  unique,  en  partant  d'une  équation 
génératrice  quelconque,  il  faudra  donc,  dans  cette  dernière,  supprimer 
des  racines  :  i!  ne  faudra  jamais  en  ajouter. 

26.  Cela  posé,  considérons  une  série  récurrente  quelconque,  ayant 
pour  terme  généra!  F„,  et  supposons,  d'une  part,  que  1  équation  géné- 

Journ.  de  iJath.  (!><'  série),  tome  V.  —  Février  1879.  'J 
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ratrice  que  nous  en  connaissons  admette  la  racine  w  au  degré  /  de  mul- 
tiplicité. Cette  racine  entrera,  comme  on  sait,  dans  l'expression  de  F„ 
par  un  produit  de  la  forme  ?„>(")  "'S  qui  s'ajoutera  aux  produits  ana- 
logues correspondant  aux  autres  racines  et  dans  lequel  S„  [n]  sera  un 
polynôme  entier  en  n,  du  degré  i  —  i. 

Si  une  propriété  quelconque  de  F„  nous  montre,  d'autre  part,  que  w" 
ne  figure  pas  dans  son  expression,  nous  serons  en  droit  de  supprimer 
la  racine  w  dans  l'équation  génératrice  considérée,  c'est-à-dire  de  diviser 
le  premier  membre  de  cette  équation  par  le  facteur  (z  —  w)'. 

Cette  manière  de  simplifier  une  équation  génératrice  est  celle  que 
nous  allons  employer. 


^  II.  —  Forma  siinplijit'e  du  coefficient  p,,,. 

27.  La  fonction  A\  (x)  est,  comme  on  le  sait  [*],  liée  à  la  fonction 
elliptique /.r^  par  l'équation 

D'-  log  Al  {jc)  •+-  /-  l'-{x)  =  o  ; 

d'oiJ  l'on  déduit  immédiatement 

logAl(x)  =  Ma;  -f-  N  -  lx\Ç dx  j').-[x)cix  =  -V.r), 

et,  par  suite, 

Al  ,x)  =  e^^-'K 

Or  nous  avons  montré  [**]  que,  dans  le  développement  de  X-(a;)  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x,  le  coefficient  analogue  à  /;„ ,  ne 
contenait,  à  la  puissance  «,  que  des  carrés  de  nombres  entiers  pairs. 
Il  en  est  évidemment  de  même  pour  le  coefficient  analogue  dans  le 
développement  de  '|>(x)  ;  et,  par  conséquent,  pour  le  coefficient  ana- 
logue dans  le  développement  de  e"''''^',  c'est-à-dire  pour  le  coeffi- 
cient p„_c. 

[*J  Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  Jonctinns  elliptiques,  p.  l^&6. 
[**]  Comptes  rendus,  séance  du  lo  juillet  i8y6.  —  Annales  de  l'Ecole  Normale, 
année  1877,  p.  265. 
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28.  Nous  avons  donc  le  droit  de  supprimer,  dans  l'équation  géné- 
ratrice (18)  correspondant  à  ce  coefficient  /?„,„  toute  racine  qui  n'est 
pas  le  carré  d'un  nombre  entier  pair. 

Après  cette  suppression,  cette  équation  n'admettra  plus  que  les 
seules  racines 

(2.i)%   (2.2}=,   (2.3)=,    ...,    [i.r,)-, 

le  nombre  r,  n'étant  autre  chose  que  la  partie  entière  de  \lt. 

Quant  aux  degrés  de  multiplicité  respectifs  de  ces  racines,  ils  reste- 
ront ce  qu'ils  étaient  avant  la  suppression.  La  racine  (2t)^  aura  pour 
degré  de  multiplicité  le  nombre  o.t  —  ix-  +  i. 

En  définitive,  l'équation  génératrice  (18)  sera  remplacée  par  l'équa- 
tion 

nj^^-(2^rr-=^^-=o. 

29.  La  forme  simplifiée  du  coefficient  p„c  nous  sera  donc  donnée 
par  l'égalité 


r„,  =  "^.{n)[{2.y]', 


dans  laquelle  nous  désignons  par  -n  la  j)artie  entière  de  \t  et  par  zJ  n'' 
un  polynôme  entier  en  n,  du  degré  2/  —  at". 


§  IIL   —   Forme  simplifiée  du  cuejficient  q„  i. 

50.   La  fonction  Al,   .r)  est  liée  à  la  fonction  elliptiqu''  /   ,r)  par 
IV-quation  [*j 

Al,(a-)  =  Al(xjX(x). 

Nous  avons  montré  antérieurement   [*']  que,  dans  le  développe- 

[*]   Briot  et  BocQUET,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  466. 
[**]  Comptes   rendus,  séance   du    10  juillet    1876.    —    Annales  scientifiques   de 
l'Ecole  Normale  supérieure,  année   18^'j,  p.  265. 
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luent  de  l{x),  suivant  les  iniissances  croissantes  de  jc,  le  coefficient 
analogue  à  q„^i  ne  contient,  à  la  puissance  ti,  que  des  cariés  de  nom- 
bres entiers  impairs.  Nous  venons  à  l'instant  (27)  de  prouver  que, 
dans  le  développement  de  Al(x),  le  coefficient  /?„,,  ne  présente  à  la 
puissance  n  que  des  carrés  de  nombres  entiers  pairs.  Il  suit  de  ces 
deux  faits,  joints  à  l'égalité  rappelée  ci-dessus,  que  ç„,,,  coefficient  du 
développement  de  Al|(x),  ne  renferme,  à  la  puissance  ?i,  que  des 
carrés  de  nombres  entiers  impairs. 

31.  Par  conséquent,  nous  supprimerons,  dans  l'équation  généra- 
trice (21),  toutes  les  racines  qui  ne  sont  pas  des  carrés  de  nombres 
entiers  impairs.  Les  seules  racines  restantes  seront 

(2.1    +   l)-,    (2.1    +   l)^     (2.2    -t-  l)%     .  .  .  ,     (2-/3   +  l)\ 

le  nomlire  •/)  n'étant  autre  chose  que  la  partie  entière  de  l'expression 
^^ ^ 5  et  chacune  de  ces  racines  restantes  conservera  le  degré 


de  multiplicité  qu'elle  avait  dans  l'équation  génératrice  (21j. 
La  nouvelle  équation  génératrice  sera  donc 


n. 


\2  12(-2T  -2T+I  . 


32.  Il  s'ensuit  que  la  forme  simplifiée  du  coefficient  i/,,,  sera  donnée 
par  l'égalité 

dans  laquelle  v]   a  la  même  signification  que  précédemment,  et  où 
'^x{n)  représente  un  polynôme  entier  en  /«,  du  degré  2t  —  2t*  —  2-. 

§  IV.   —   Forme  simplifiée  (les  coefficients  r„,,s„t. 
55.  La  fonction  Al.j(a)   est  liée  à  la  fonction  elliptique  p.(.r)  par 
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réqiKition  [*] 

A],{x,  =:  A]{x)iJ.{:f). 

Nous  avons  montré  antérieurement  ["]  que,  dans  le  développe- 
ment de  fJ<.(j^),  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  le  coefficient 
analogue  à  r„_,  ne  contient,  à  la  puissance  n,  que  des  carrés  de  nom- 
bres entiers  impairs.  Nous  avons,  dans  le  présent  Mémoire  ^27), 
prouvé  que,  dans  le  développement  de  A1(j:),  le  coefficient  /J„,f  ne 
présente,  à  la  puissance  «,  que  des  carrés  de  nombres  entiers  pairs.  Il 
suit  de  ces  deux  remarques,  jointes  à  l'équation  que  nous  venons 
d'écrire,  cette  conséquence  que  r„_f,  coefficient  du  développement  de 
Â]2{x),  ne  présente,  à  la  puissance  n,  que  des  carrés  de  nombres  en- 
tiers impairs;  et  il  en  est  de  même  pour  le  coefficient  J„,,,  qui  est  égal 
à  /•„,,. 

54.  Nous  pouvons  donc,  dans  l'équation  génératrice  correspondant 
à  r„t  et  à  s„^i,  supprimer  toutes  les  racines  qui  ne  sont  pas  des  carrés 
de  nombres  entiers  impairs.  Cette  suppression  nous  conduit,  pour  ces 
coefficients  r„  j  et  j„  „  à  une  nouvelle  équation  génératrice  et  à  une 
nouvelle  forme,  qui  ne  sont  autres  que  l'équation  génératrice  et  que 
la  forme  correspondant  au  coefficient  q^c. 


§  V.    —    Résume. 

53.  Comme  résumé,  non-seulement  du  Chajjitre  actiiel,  mais  du  pré- 
sent Mémoire  tout  entier,  nous  pouvons  énoncer  les  résultats  sui- 
vants : 

1°  Les  coefficients  p„^t,  (/„,,  /•„,„  .?„,,,  regardés  comme  des  Jonctions 
de  n  seulement,  constituent  chacun  le  terme  général  d'une  série  récur- 
rente proprement  dite; 


[*]  Briot  et  Bouquet,  Tliéorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  ^66. 
[**]  Comptes  rendus,  séance  du  lO  juillet  1876.  —  Annales  scientifiques  de  V École 
Normale  supérieure,  année  1877,  P'  ^65. 
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2°  La  série  récurrente  ayant  le  coejficient  p„.t  pour  terme  général 
admet  l'équation  génératrice 

les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux  respectifs  les  coefficients  q,,,, 
r„  ,,  ^n.i  admettent  chacune  l'équation  génératrice 


a 


—  [2- 


Yj  représentant,  dans  la  première  de  ces  équations,  la  partie  entière  de 
\ft ,  et,  dans  la  seconde,  la  partie  entière  de  {{—  i  +  si  ht  -\-  i  )  ; 

3"  Les  Jbrmes  générales  des  coefficients  considérés,  lesquelles  se 
déduisent  immédiatement  des  équations  génératrices  qui  précèdent, 
sont  données,  pourp,,,,  parla  jormule 

pourq„_!^  r„j,  s,,,,  par  la  Jormule 

Y,  ayant,  dans  ces  deux  formules ,  les  mêmes  significations  que  dans  les 
équations  génératrices  correspondantes  qui  précèdent,  et'i_^{n)  repré- 
sentant un  polynôme  entier  cfi  ?i,  du  degré  2t  —  2t^  dans  la  première 
formule,  et  du  degré  -it  —  2t-  —  2":  dans  la  seconde. 
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Généralisation  des  fonctions  X„  de  Legendre  au  cas  de  deux 
entiers,  ou  des  fonctions  qui  naissent  du  développement  des 
expressions 


Par  m.  ESCARY, 

Professeur  au  Lycée  de  Tarbes. 


Considérons  l'expression 

(i  —  20'.jc  -\-  y.' j  '  , 

clans  laquelle  on  a  «<  i  et  .r  inférieur  à  l'unité  en  valeur  absolue. 
Cette  expression  est  une  puissance  entière,  impaire  et  uégative  du  po- 
tentiel. On  est  donc  naturellement  conduit  à  se  demander,  tout 
d'abord,  si  la  propriété  caractéristique  de  cette  dernière  fonction  per- 
siste dans  la  première,  ou  à  rechercher  si  son  paramètre  différentiel 
du  second  ordre  est  nul. 

A  cet  effet,  si  l'on  revient  aux  coordonnées  rectangles,  et  qu'on 
pose 

p  =  [{X  -  oc-y  +  [j-  ~ 


-j  I 


on  trouve  sur-le-champ 


^2/+.p  a^'-^ip  d'-'+'Ç 


/|8  '  ESCARY. 

D.ins  le  cas  de  l'cxposr.ni  — —  urgnlif,  et  en  posant 

on  voit  qu'on  obtiendra  ia  même  équation  aux  dérivées  partielles,  de 
l'ordre  2^4-4;  e»  Q- 

Dans  le  calcul  de  ces  deux  équations  aux  dérivées  partielles,  on  ob- 
serve que  leur  existence  tient  précisément  à  ce  que  P  est  une  puis- 
sance, entière,  impaire  et  négative  du  potentiel.  Cette  circonstance 

nous  conduit  donc,  lors  de  l'exposant  — négatif,  et  en  désignant 

par  Y  l'inverse  de  la  distance  de  deux  points,  à  poser 


On  en  conclut 

A,P  =  Y-'AoV  =  o, 


en  posant,  pour  abréger, 


d^Y         ()-'F     ,      r:=r-'    _   ,     „ 


r)<F  ,1'F     _     t)'K  _        ,. 

on  conclut  de  uième  iinmédiatement 

A,Q  =  L''A,U  =  o. 

Nous  voj'ons  donc  ainsi  que  les  diverses  puissances  impaires  de  la 
distance  de  deux  points  peuvent  se  classer  en  deux  catégories.  La 
première  catégorie,  dont  la  forme  générale  est  P  =  V~'-'"^",  et  dont  le 
paramètre  différentiel  du  second  ordre  est  nul,  comprend  les  puis- 
sances impaires  et  positives  du  potentiel.  La  seconde  catégorie,  dont  la 
forme  générale   est  Q  =  U-'"^',  et  dont  le  panimetre  différentiel    du 
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quatrième  orJre  est  nul,  comprend  les  puissances  impaires  et  néga- 
tives de  la  même  fonction. 

Sous  ce  premier  point  de  vue,  V  et  U  sont  donc  les  éléments  sim- 
ples auxquels  il  convient  de  rattacher  toutes  les  puissances  impaires 
successives  de  la  distance  de  deux  points.  Maintenant,  il  paraît  inté- 
ressant de  rechercher  si,  dans  la  généralisation  des  X„  de  Legendre,  au 
cas  de  deux  entiers,  et  qui  résulte  du  développement  des  expressions 


ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  ùea,  les  analogies  de  pro- 
priétés analytiques  avec  ces  polynômes  célèbres  se  conservent  com- 
plètement, et,  dans  le  cas  contraire,  de  trouver  les  inégalités  aux- 
quelles l'exposant doit  satisfaire  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 


§  n. 

Nous  allons  d'abord  considérer  le  développement 

[a]  {\  -  2UX  +  ûi"  f  =  V;'  +  X^-'  a  +  X^''  a-  +  .  .  .  ■^-  X;:'a"  +  .  .  . , 

qui  nous  sera  utile  dans  la  suite,  et  dans  lequel  y.  est  un  nombre  quel 
conque  positif  ou  négatif.  Le  polynôme  général  X|;'  a  pour  valeur 


^  ^  '  i.a.i.4-.-« 


>'-  \x" 


^«-2.^      n[n-\)[n—i)[n- 


2.2(fil  — «  +  l)  2'.  2.  4  (fi «— l)  [fi  — «+2j 

n[n  —  i). ..(/?  —  5)  „_j 

2-' .  2  . 4 .  t)  [  [-■  —  «  -+-  I  ; .  .  .  (  p  —  «  +  3  j 


•]■ 


Si  l'on  désigne  par  y  un  angle  réel  compris  entre  zéro  et  ti,  que  l'on 
pose  x  =  cos'/,  et  qu'on  remplace  Xjf'  par  P|^",  la  formule  (i)  prend 
l'une  des  quatre  formes  suivantes,  selon  la  manière  dont  on  dirige  !e 

Journ.  de  Math.  (3=  série),  tome  V.  —   Février  1879.  7 


5o  ESCARY. 

développement  : 

■"  ^  '  1.2.3.4.  ..«  L  2.2(;i  — «  +  l)  ' 


«  (  «  —  I  )  (  «  —  2  )  (  «  —  3  )  ,  "1 

COS"      7-4-   ...   h 


2',2.4(f^  —  «  +  l)(f^  —  «  +  2) 

:^        ^        ''  |_  1 . 2 . 3 . 4  •  •  •  «  '  1 . 2 . 3 . .  .  7î  —  I  2 

ttff*  —  l)     (21.1  —  41(2  «  —  51...f2u.  —  «  —  II,,     .       ,7  "I 

+  !-li- ^— ^ 2^ ■ — ^ ■ 4  sur-  —  •  •■    , 

1.2  I.2.3...«  —  2  2  I 

^,„,  2u.(2'-i  —  lU',^  —  I  '■  ■  -^'au  —  «  +'ll  y.  (2y.  — 2)  (2a  — 31.  .  .(2u.  —  «1  y 

F"  =  — ■ ^r—f ~i ^"  4  COS'  - 

^  I.2.3.4-.-"  '  i.i.6...n — I  2 

,</  (  f/.  -  1 1  I2f^  — 4)  (2^  — 51..  .l'a».  — /;  —  1)   ,  2  „„,-',  V 

_[_ q     tu»  •  •  •  î 

1.2  1.2.3. ..«  —  2  2 


-  P^"'=     -  I  "     '— ^- ^, '- COS  «7 


.  2  . 3 . 4  •  •   " 

a    a  (  a  —  1 1  .  .  .  '■  y.  _  «  -u  2  1 

-  ^^-^ 5 ^ COS(«  —  2)7 

I  I  .  2  .  3  ...  «  —  I  ^  ' 

uAu.  —  1 1  f^  ( f^  —  il  ( ,"  —  2 '^  . .  ( fi  —  «  +  3 ) 
1.2  1.2.3. ..«  —  2 


COS  [}l  —  4;7  +   •  •  • 


Enfin,  trois  fondions  consécutives  du  développement  [a)  vérifient 
la  relation  linéaire 

(2)     «X|"'  —  (a/i  —  2  a  —  2)  XJ,"""'  -!-  («  —  aju,  —  2)  X:""'  =  o. 

Cette  équation  s'obtient  aisément,  et  montre  que  les  polynômes  (i) 
remplissent  l'office  des  fonctions  de  Sturm  quand  le  nombre  p.  salis- 
fait  à  l'inégalité 


§  III. 

La  différentiation  par  rapport  à  jc,  l  Jois  répétée,  des  deux  mem- 
bres de  l'égalité 


>  -  2«ar  +  «^^  '  -  ^  i^ï^^^TT)  -■'--.  -'-  «"' 
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donne  siir-le-champ 

(3)  (i  —  2ax-^«-;     '  ~\x"\,^,a", 

en  posant,  pour  abréger, 

r  i'  /  -1-  1 1  //"+''    t' T  "-^i 

^^^  2"ri2/-T- l)^^/^ -f-/-+-i)  dj:"+''  ~       .±t\^ 

et  divisant,  après  chaque  différentialion,  les  deux  membres  de  l'éga- 
lilé  précédente  par  [zm—  i)a,  m  indiquant  l'ordre  de  la  dérivation 
effectuée.  Le  développement  (3)  est  d'ailleurs  évidemment  convergent 
dans  la  même  étendue  que  celui  dont  il  est  déduit  par  voie  de  différen- 
tialion. Sous  cette  forme  (4),  on  voit  immédiatement,  parle  théorème 
de  RoUe,  que  l'équation 

X-'^  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles,  inégales  et  comprises  entre  deux  nombres 
moindres  que  l'unité. 

La  relation  (2  entre  trois  fonctions  consécutives  devient,  dans  le 
cas  actuel, 

(2  bis;   «X""     ^  —  [in  -\-  2I  —  i)xX"'7;i.,  +  (/z  +  2/  —  i)  X'";':^,  =  o. 

On  trouve  encore,  sans  difficulté,  qu'une  même  fonction  et  ses 
deux  premières  dérivées  du  développement  (3)  vérifient  l'équation 
linéaire 

(5)  (i--^''),7i  -  2(/h-i)^  J  +  «(«  +  2/-+-i)jr=^  o, 
dont  l'intégrale  générale  est 

(6)  j  =  AX\,...  +  BXV„^, 


A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires. 


Sa  ESC\RT. 

Au  moyen  de  l'intégration  par  parties,  on  conclut  aisément 

(7)  f^'  x\_^x'-;;^,^r/x^o, 

*     1  2  2 

quand  v  est  différent  de  n  ;  et,  en  se  servant  de  la  relation  (2  bis)  entre 
trois  fonctions  consécutives,  et  en  ayant  égard  au  théorème  précé- 
dent (7),  on  a,  dans  le  cas  de  v  =  n, 


0  r\^'i^±^Y'^'' 


I  n  ^■>.r    n  -I-  ■>/  —  i)    .  .    il  -^  il 


2/2-+-2/-i-I  1.^.3.4. 


Le  développement  ^3)  a  été  donné,  pour  la  première  fois,  sous  une 
forme  équivalente,  par  M.  Heine  {Journal  de  Crelle,  t.  LXII,  p.  i  loj. 
Ce  géomètre  a  encore  considéré  plusiein's  autres  cas  où  l'exposant  u.. 
entier  ou  fractionnaire,  est  toujours  TiégatiJ.  Nous  nous  attacherons 
pins  particulièrement  aux  deux  catégories  (r»'x|)ressions  que  nous 
avons  tout  d'abord  indiquées,  en  nous  bornant,  potu-  les  autres  cas,  à 
ce  qui  nous  sera  directement  nécessaire.  L'équation  différentielle  (5^ 
a  été  obtenue  par  Lamé  dans  le  cas  où  l'on  aj-  =  X'"~lL,  (Leçons  sur  les 

fonctions  inverses  des  transcendantes  et  les  surfaces  isothermes . 
p.  233),  et  l'éminent  géomètre  en  a  trouvé  l'intégrale  particulière  en- 
tière, laquelle  était  seule  utile  pour  le  but  qu'il  poursuivait.  Il  l'a  ex- 
primée au  moyen  d'un  polynôme  entier.  Les  autres  résultats  que  nous 
venons  d'obtenir  ne  paraissent  pas  avoir  été  remarqués  jusqu'ici,  du 
moins  que  nous  sachions. 


§  IV. 

L'intégration  entre  les  limites  x  et  —  i,  Z  -i-  i  fois  répétée,  des  deux 
membres  de  l'égalité 

,                           o  --        V           I              ''"  ^•'■'  —  II" 
(i  — aaar+a-     '—   >  — — ;  •         ,  „ , 


multipliée  préalablement  par  (a/w —  i)adx,  m  indiquant  l'ordre  de 
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l'intégration  à  effectuer,  donne  innuédiatement 

(9)  (i-2«x  +  a^P  =  2i^""±ti^-"> 

en  posant,  pour  abréger  et  à  partir  du  terme  de  rang  il  -i-  3, 

En  particulier,  le  coefficient  de  a^'"*"^  est 


(II)  (-')'■ 


'r(;  +  3)r(/H-2i 


On  voit  donc  ainsi  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  u, 
qui  précèdent  le  terme  de  rang  2Z+  3,  ne  se  trouvent  plus  repré- 
sentés par  des  expressions  différentielles.  L'inégalité  (i)  devient,  dans 
le  cas  actuel, 

«  >  2/  -+-  3, 

et  l'on  observe  encore  que  la  propriété  curieuse  de  ces  polynômes  de 
remplir  l'office  des  fonctions  de  Sturm  se  perd  en  même  temps  que 
celle  d'être  représentés  par  des  expressions  différentielles. 
Sous  les  formes  (10)  et  (i  i),  on  voit  que  l'équation 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  égales  à  l'unité  en  valeur  absolue,  et  tpio 
généralement  l'équation 

XI"!      n 

/+  I  racines  égales  à  -4-  i,  /  +  i  égales  à  —  i,  et  n  —  2I  —  2  réelles, 
inégales  et  comprises  entre  —  i  et  -t-  i. 
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§  V. 

Dans  celle  hypothèse  de   «>2Z-f-3,    la  relation  (2)  entre  trois 
fonctions  consécutives  s'écrit 

( 2  ter)     nX^  —  ;2  «  —  2 /  —  3) xX.^'  ^-  (n  -  2  /  -  3)  Xl^",''  ^=  o. 

ITne  même  fonction  X,"^,  et  ses    deux   premières    dérivées  vérifient 
l'équation  différentielle  linéaire 

(î  —x-]^-hiilx-^  -hn[n  —  il  —  i)r  ---  o, 
dont  l'intégrale  générale  est 


j  =  MX^t, -^Nx;,';;, 


r*[\—x'ydx 


M  et  N  étant  deux  constantes  arbitraires. 

L'intégration  par  parties  conduit  sur-le-champ  au  théorème 

(12)  p'x^^Xl^rf.x  =  o, 

pour  V  différent  de  n.  En  se  servant  de  la  relation  (2  ter)  entre  trois 
fonctions  consécutives,  et  en  ayant  égard  au  théorème  précédent  (12), 
on  a,  dans  le  cas  de  v  =  72, 


X-r-i  ,,^  „    ,  „   ,  2/4-1        'n  —  il—-£)'n—il  —  Z   ...    — 2/— 1) 


2./2  — 2/— I  I  .2.3.4-  •     « 


§  VI. 

Si  nous  revenons  à  la  valeur  générale  (i)  du  polynôme  X^;'   et  que 
nous  y  fassions  n  =  u.,  nous  obtenons 

^^'  l"  ^  ''  L  2.2  2'.2.4-l.2  J 
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Or  ce  polynôme,  ayant  tous  ses  termes  de  même  signe  et  de  même  pa- 
rité, ne  peut  s'annnicr  pour  aucune  valeur  réelle  de  x,  sauf  pour  la 
valeur  zéro  quand  il  est  de  degré  impair.  I^a  même  conclusion  sub- 
siste ajortiori  lorsque  /Jt,  étant  supposé  enlier,  est  supérieur  à  n.  Nous 
pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  1.  —  Dans  le  cas  de  l'ex posant  u.  entier  et  positif,  l'c'qua- 
tion 

X!:  =  o, 

dans  laquelle  on  a  vSa,  a  toutes  ses  racines  imaginaires  conjuguées, 
sauf  une  racine  nulle,  quand  elle  est  de  degré  impair. 

A  l'inspection  de  la  valeur  (i4)  du  polynôme  Xjf',  on  voit  que  ce 
théorème  subsiste  dans  le  cas  de  p.  positif  et  fractionnaire,  pourvu  que 
l'entier  n  soit  inférieur  ou  égal  au  plus  grand  entier  contenu  dansjLJi.. 

Dans  le  cas  de  l'exposant  p.  entier  et  positif,  le  développement  [a)  a 
un  nombre  limité  de  termes  ;  de  plus,  le  premier  et  le  dernier  de  ces 
termes  sont  du  degré  zéro  en  x.  Cette  dernière  remarque  conduit  à 
soupçonner  l'existence  du  théorème  suivant,  qui  d'ailleurs  est  presque 
évident  : 

Théorème  II.  —  Dans  le  développement  de  l'expression 

(i  —  2<xx  -h  a- j^, 

ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a.  lors  de  l'exposant  u. 
entier  et  positij ,  les  poljnômes  X!,"'  équidislants  des  extrêmes  sont 
identiquement  égaux. 

En  effet,  cela  résulte  de  ce  que  l'on  a  identiquement 

{i  —  la.x -\- a.-}'- ^  [s.- —  2XX -h  i)^ 
dans  l'hypothèse  de  p.  enlier  et  positif.  On  en  conclut  l'identilé 

yv^  •  ^^^         ' 

Par  conséquent,   le  développement  précédent  a  toujours  un   nombre 
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impair  de  termes  et  renferme,  par  suite,  un  polynôme  XJ,'"  de  degré 
plus  élevé  que  tous  les  autres. 


§  VU. 

Si  maintenant  on  traite  l'exposant  p.  comme  un  paramètre  arbi- 
traire et  qu'on  le  fasse  passer  d'une  manière  continue  par  toutes  les 
valeurs  positives,  il  résulte  du  théorème  précédent,  rapproché  de  la 
valeur  générale  (i)  (§  II)  du  polynôme  X[f',  que  les  polynômes  Xj,'" 
et  X'''^"',  dans  lesquels  on  fait  tendre  [x,  supposé  fractionnaire  et  infé- 
rieur à  /,  vers  cet  entier,  ont  chacun  à  la  limite,  lorsqu'on  les  égale  à 
zéro,  2/  et  2Z  —  2  racines  infinies  respectivement,  le  dernier  ayant  en 
outre  une  racine  nulle.  Car  on  sait  que,  quand  une  équation  algé- 
brique de  degré  2I  s'abaisse  au  degré  zéro,  par  suite  de  la  variation 
continue  de  ses  coefficients,  toutes  ses  racines  deviennent  infinies.  Les 
polynômes  X'^''^"'  et  X|f'~^',  égalés  à  zéro,  dans  la  même  hypothèse,  ont 
chacun  un  couple  de  racines  imaginaires  conjuguées,  avec  2/  —  4 
e\  2I  —  6  racines  réelles  infinies  respectivement,  le  dernier  ayant  en 
outre  une  racine  nulle,  et  ainsi  de  suite. 

Le  paramètre  ^  croissant  encore  d'une  unité,  les  polynômes  Xj^"'  de 
degré  impair,  dont  il  a  été  question  dans  le  théorème  précédent,  de- 
viennent de  degré  pair  ;  et  ceux  dont  le  degré  n  est  compris  entre  jj. 
et  2|x  se  trouvent  avoir  échangé  par  cet  accroissement,  lorsqu'on  les 
égale  à  zéro,  et  d'après  le  théorème  II,  deux  de  leurs  racines  réelles 
en  un  couple  de  racines  imaginaires  conjuguées.  Ils  ont  acquis  en 
même  temps  une  nouvelle  racine  réelle.  En  résumé,  par  l'accroisse- 
ment d'une  imité  de  l'entier  positif  |dl,  les  polynômes  X|,'"  égalés  à  zéro, 
et  dont  le  degré  est  impair  et  compris  entre  p.  et  a/ut,,  ont  gagné  deux 
racines  imaginaires  conjuguées  et  en  ont  perdu  une  réelle  qui  était 
nulle.  Les  polynômes  dont  le  degré  est  pair  et  compris  entre  p.  et  2[x 
acquièrent  nue  racine  réelle  nulle  et  éprouvent  d'ailleurs  absolument 
la  même  modification  que  ceux  de  degré  impair. 

Il  est  fiicile  de  constater  qu'en  passant  du  réel  à  l'imaginaire  par 
l'infini  les  racines  de  ces  polynômes  égalés  à  zéro  passent  par  l'éga- 


GÉNÉRALISATION    DES    FONCTIONS    X„    DE    LEGENDRE.  57 

lité.  En  effet,  considérons  l'équation  du  second  degré 

x;r  =  o, 

et  le  cas  où  u.  converge  vers  l'unité  par  des  valeurs  croissantes.  En  sup- 
primant les  facteurs  indépendants  de  J?  et  posant 


.;■■  "2(1  —  p.;  =  o, 

équation  qui  a  deux  racines  égales  pour  p.  =  !.  Donc  les  racines  de 
l'équation  X!;'  =  o  deviennent  égales  au  moment  où  elles  deviennent 
infinies. 


§  Vlll. 
Nous  avons  vu  que  l'équalion 

x;y^"  =  o 

a  ses  racines  égales  à  l'unité  en  valeur  absolue,  et  que  celles  de  l'équa- 
tion 

X/"  =  o 

sont  infinies.  Il  en  résulte  que  les  racines  de  l'équation 

X^-'-o, 

dans  le  cas  où  p.  est  compris  entre  Z  et  / -f- 1^,  sont  toutes  réelles  et 
supérieures  à  l'unité  en  valeur  absolue. 

Enfin  il  suit  encore  de  cette  discussion  que,  lorsque  /j.,  supposé  frac- 
tionnaire, est  compris  entre  l  el  l  +  i,  les  polynômes  Xj.'"  et  X[.''~'', 
égalés  à  zéro,  ont  cbacun  un  couple  de  racines  imaginaires  conjuguées 
avec  2I —  a  et  aZ  —  4  racines  réelles  et  supérieures  à  l'unité;  que  les 
polynômes  X!,''"'',  X'^''^^',  ...,  égalés  à  zéro,  ont  chacun,  dans  cette 
même  hypothèse,  2I  —  6,  2I  —  S,  . . .  racines  réelles  et  supérieures  à 

Journ.  de  Math.  (3*  série),  tome  V.  —  Février  1879.  *^ 


^ 
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l'unité.  Les  polynômes  de  degré  impair  renferment,  en  outre,  une 
racine  nulle. 

Remarque.  —  Le  théorème  de  Sturm  est  propre  à  séparer  les  racines 
de  l'équation 

X!;"  =  o, 

pourvu  que  l'inégalité  (b)  soit  satisfaite;  par  conséquent,  pour  [x  entier 
ou  fractionnaire,  mais  inférieur  à  +  i,  l'équation  précédente  a  toutes 
ses  racines  réelles  et  inégales. 


§  IX. 


Tl  existe  encore  quelques  relations  entre  deux  ou  entre  trois  poly- 
nômes consécutifs  X/',  qui  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  /j.,  et, 
par  conséquent,  quelle  que  soit  la  nature  des  racines  de  ces  poly- 
nômes. Voici  d'abord  une  équation  entre  deux  fonctions  consécutives: 

■^    dx  dx        -  "■^''   ' 

qu'on  trouve  aisément,  et  qui  est  indépendante  de  p.  explicitement. 
On  trouve  encore  immédiatement 

— ^^ —  IX  —f^  H — ^ i-  2U.X';"'  =  o. 

dx  dx  dx  1        f 

Cette  équation,  combinée  avec  Li  précédente,  donne 

—- 2(«-p.)Xi,'"  =  o, 


dx  dx 

relation  qui  fournit,  pour  p.  =  n,  une  seconde  démonstration  du  tliéo- 
rème  IL 

Si,  dans  cette  équation,  on  change  successivement  n  en  n  —  2,11  —  4, 
«  —  6,  . . . ,  et  qu'on  ajoute  les  équations  ainsi  obtenues,  on  trouve 

f/X'"+'' 

-^=.(/2-f.)x[,">+a(«-p.-2)xî.'-^'  +  2(«-p.-4)x;:-*'  +  .... 
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§  X. 

Résumons.  Le  développement  de  la  fonction  (i  —  iu.x-  -+-  orf^  or- 
donné suivant  les  puissances  ascendantes  de  a,  et  dans  lequel  p.  peut 
passer  par  toutes  les  valeurs  depuis  —  îo  jusqu'à  +  oc  ,  donne  nais- 
sance, au  point  de  vue  de  l'espèce  des  racines,  à  cinq  catégories  de 
polynômes  : 

La  première  catégorie,  obtenue  en  attrihiiiint  à  [j.  toutes  les  valeurs 
inférieures  à  l'unité,  se  compose  de  polynômes  dont  toutes  les  racines 
sont  réelles  et  inégales. 

La  deuxième  catégorie  se  compose  de  polynômes  dont  le  degré  est 
inférieur  ou  égal  à  \].,  supposé  positif.  Toutes  leurs  racines  sont  ima- 
ginaires. 

La  troisième  catégorie  se  compose  de  polynômes  dont  le  degré  est 
compris  entre  [x  et  2^.,  \j.  étant  supposé  positif.  Leurs  racines  sont  eu 
partie  réelles  et  supérieures  à  l'unité,  et  en  partie  imaginaires. 

La  quatrième  catégorie  se  compose  de  polynômes  dont  le  degré  est 
2/+  I,  tandis  que  p.  est  compris  entre  Z  et  Z -i-  \.  Leurs  racines  sont 
réelles  et  supérieures  à  l'unité. 

La  cinquième  catégorie  se  compose  des  polynômes  dont  le  degré 

,              .   f ,  •        .7                  1-                  1    .                ,  .         ,    2/  -t- 1 
n  est  pas  intérieur  a  ai  +  2,  tandis  que  (x  u  est  pas  supérieur  a 

Leurs  racines  sont  en  p.irlie  réelles  et  égales  à  l'unité  en  valeur  absolue, 
et  en  partie  réelles,  inégales  et  comprises  enire  —  i  et  +  r. 


§  XL 

On  aperçoit  immédiatement  une  application  intére.ssante  de  l'analyse 
précédente,  dans  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  de  la  théorie  analytique  de  la  chaleur,  lors  de  l'état  sta- 
tionnaire.  Cette  application  concerne  les  problèmes  de  la  sphère  et 
des  deux  ellipsoïdes  de  révolution.  Le  facteur  PJ"'  de  Lamé  relatif  à 
la  latitude,  dans  le  problème  de  la  sphère  [Leçons  sur  les  fonctinjis 
inverses,  etc.,  p.  229),  ainsi  que  ses  analogues  dans  les  deux  ellipsoïdes 
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de  révolution,  se  met  sons  la  forme  d'une  expression  différentielle.  La 
forme  de  ce  résultat  avait  été  indiquée  par  M.  Liouville  en  1846;  mais 
nous  donnons  ici  une  génération  uniforme  de  ces  expressions,  et  nous 
indiquons  d'une  manière  précise  la  nature  des  fonctions  simples  qui 
les  composent. 

D'abord,  pour  la  sphère,  on  a 

en  posant,  pour  abréger, 

^  -îiiti       2"-'  r  [  2  /  +1  ;  r  I  «  +  I  j        (/(,."->-' 

On  voit,  par  cette  forme  du  facteur  M'"7/i,,  que  l'entier  /  est  essen- 

liellement  positif,  et  toujours  inférieur  ou  égal  à  n.  Trois  fondions 
consécutives  P',"',  Pi"""',  P',""'',  dans  lesquelles  l  reste  constant,  satis- 
font à  la  relation 

L'intégration  par  parties  donne  le  théorème 

(2)  £^'pl"Pr^=:0, 

quand  v  est  différent  de  n.  Eu  se  servant  de  ce  théorème  (2)  et  de  la 
relation  (i),  entre  trois  fonctions  consécutives,  on  trouve,  dans  le  cas 
de  V  —  n,  d'abord 

2/ï-t-i  1.2.0.4..."—'  J_,     ^  r    y     r' 

ensuite,  en  achevant  l'intégration, 

,o\         f'^'ïv'iVA    —      i^^+i    n  + /.n +  /— 1.  ■  .2/+ 1       2.^.6. ..il 
^'      j_,     L    'J      f'-^^ï^TT  1.2.3.4   ..n-^l  3. 5. 7. ..2/+.' 
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Cette  valeur  (3),  que  Lamé  désigne  par  la  notation  p'"''^  est  celle  qui 
convient  aux  expressions  des  constantes  arbitraires  GJ"'  et  H^"',  et,  par 
suite,  à  l'expression  V  de  la  température.  C'est  encore  cette  valeur  de 
p5"'  qui  entre  dans  l'expression  du  développement  en  série  d'une  fonc- 
tion arbitraire  F((];,  p.)  des  coordonnées  spliériques  (|;  et  [x.  On  voit, 
par  les  considérations  précédentes,  que  les  termes  de  la  série  capable 
de  représenter  cette  fonction  acquièrent  une  signification  analytique 
précise  et  appropriée  à  l'élude  ultérieure  des  particularités  qu'elle 
peut  offrir. 

§  XII. 

Dans  les  ellipsoïdes  de  révolution,  Lamé  a  ramené  l'intégration  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  exprimant  l'équi- 
libre de  température,  à  l'intégration  d'équations  aux  différentielles 
ordinaires.  H  a  atteint  ce  résultat  au  moyen  d'un  heureux  choix  de 
variables  ou  de  coordonnées.  Dans  l'ellipsoïde  de  révolution  plané- 
taire, il  ramène  l'intégration  à  celle  des  deux  équations  différentielles 


rt  I  1  —  x^     


(4; 


d.r 

dans  lesquelles  on  a  posé 
pour  la  première,  et 


rfR 

'71 


^-  =  X  ^^  tang-y 
pour  la  seconde;  [it  et  7  sont  les  paramètres  thermoméiriques,  à  savoir: 

'  Jo       P^  +  '^' 
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Les  intégrales  générales  des  équations  (4),  lorsqu'on  y  remplace  P 

par  (I  —  x-yx  et  R  par  (i  +x-)-\J,  sont 

„_A'[](«-'j  .  B'i]'"-'>  r ~ 

jr-A  u_^,  H-ii  u_,^^  /  ru  "-'+,]' [■  +  '^")'-"' 

Les  polynômes  X^'T/'j,?  qui  composent  la  première  intégrale  (i3),  sont 
les  coefficients  du  développement  de  l'expression 


(  I  —  lax  +  a-)      '   , 

ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  a.  Ce  développement 
est  convergent,  d'après  la  règle  connue  de  convergence  de  la  série  de 
Lagrange,  tant  que  l'on  a  a?  ■<  r,  c'est-à-dire  tant  que  x  reste  dans  le 
champ  de  variation  assigné  par  sa  définition  analytique. 
Le  facteur  P  de  Lamé  a  encore  ici  pour  valeur 

et  se  trouve  mis  sous  forme  d'expression  différentielle.  Les  propriétés 
analytiques  sont  celles  de  la  fonction  P)"'  relative  à  la  sphère.  Le  fac- 
teur Il  se  met  également  sous  la  forme 

et  il  convient  alors  aux  points  intérieurs  de  l'ellipsoïde.  La  deuxième 
intégrale  particulière,  qui  est  fractionnaire,  ne  peut  s'annuler  pour 
aucune  valeur  réelle  de  x.  Elle  se  rapporle,  ainsi  que  M.  Liouville  en  a 
fait  la. remarque  {Lettres  à  Blnnchet,  Journal  de  Mathématiques  pures 
et  appliquées j  t.  XI),  à  l'occasion  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  aux 
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points  extérieurs  au  corps  solide.  D'ailleurs  le  polynôme  U'"r/4.,  est  le 
coefficient  de  a""'  dans  le  développement  de  l'expression 


(l  —   irjAX  H-  Cf.    )       '     , 

ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  c/.. 

Si,  an  lieu  de  prendre  pour  variables  indépendantes  des  facteurs  P 
etR  les  paramètres  géométriques  demi-axes  polaires  X'^  ex  et  p'=  ex, 
on  prend  X=  y'c^  —  ).'^  et  jS  =  \'p''^  —  c-,  les  équations  différentielles  (4) 
se  transforment  en 

i  ip'-''p')''-^  +  {^P'-c^p)^^[hp-^-Pe^,R. 

Dans  ces  équations,  on  a  mis  h  au  lieu  de  n[Ti  -+-  i),  et  les  paramètres  /. 
et  p  sont  les  fonctions  inverses  des  transcendantes 


Les  intégrales  générales  de  ces  équations  (4  l>is)  se  déduiront  des  va- 
leurs (5),  en  y  remplaçant,  après  avoir  effectué  les  diflérentialions 
indiquées,  x  par  y/i  —  x'-  dans  li  première,  et  par  y'x-  —  i  dans  la 
seconde.   Les  nouvelles  variables  x  ont  pour  valeurs  x  =  -  =  y—z- 

pour  la  première,  et  x  =  -  ^^  sécy  pour  la  seconde.  Les  facteurs  P 
et  R  s'obtiendront  en  fonction  des  nouvelles  variables,  en  effectuant 
sur  leurs  valeurs,  données  plus  haut,  les  mêmes  changements  ou  sub- 
stitutions. 
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§    XIII. 

Le  développement,  par  la  formule  de  Lagrange,  de  la  plus  petite 
des  racines  de  l'équation  du  second  degré 

donne  immédiatement 


-1-  I  I  djc" 


Le  module  d'une  imaginaire  étant  positif,  il  résulte,  des  conditions 
connues  de  convergence  de  la  formule  de  Lagrange,  que  ce  dévelop- 
pement est  convergent  dans  toute  l'étendue  du  plan.  On  peut  d'ail- 
leurs observer  qu'il  est  égal  à  la  somme  de  deux  séries  à  termes  alter- 
nativement positifs  et  négatifs,  lesquels  finissent  toujours  par  être 
constamment  et  indéfiniment  décroissants,  et  alors  la  règle  de  Leibnilz 
suffit  pour  conclure  la  convergence. 

La  différentiation  par  rapport  à  j:,  IJois  répétée,  des  deu.\  membres 
de  l'équation  précédente,  conduit  au  développement  suivant  : 


^=ï 


également  convergent,  a  fortiori,  dans  toute  l'étendue  du  plan,  et  où 
l'on  a  posé,  pour  abréger, 

,„j      _         r(/  +  i)  (•"+'-'         H"+^i[x^-^iY+' 
-'±tj.  ~~  2"r(2/  +  i)r(/j  +  /-f  i)         'chF^''' 

Sous  cette  forme,  le  théorème  de  Rolle,  étendu  par  M.  Liouville 
aux  racines  imaginaires  des  équations  [Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées ,  i^  série,  t.  IX,  p.  84),  suffit  pour  montrer  que 
l'équation 

u!_"w±,  =  o 

a  toutes  ses  racines  imaginaires,  inégales  et  comprises  dans  l'intérieur 
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d'un  cercle  dont  le  rayon  est  inférieur  à  l'unité.  On  voit,  de  plus,  que 
les  points  racines  de  cette  «quation  sont  tous  situés  sur  la  partie  de 
l'axe  des  y  comprise  dans  l'intérieur  du  même  cercle. 

Trois  fonctions  consécutives  de  ce  dernier  développement  satisfont 
à  la  relation  suivante,  où  l'on  a  fait  disparaître  le  signe  imaginaire  i 
en  divisant  par  /^w+z-s  ^^  remplaçant  r  par  —  i  : 

(6)     «U<"1/  +  ,  —  (272  +  2/  —  i)xU"'r,!/,  —  [n  -+-  2/  —  r)LI'",~;'^,  =  o. 

Une  même  fonction  U'",, _^,  et  ses  deux  premières  dérivées  vérifient 
l'équation  linéaire 

(7)       ('  -+-''^')ë  +  "^^^  +  '^■^ê  ~  "^"  +  2/  +  i)j  =  o, 

où  le  signe  imaguiaire  /  a  disparu,  et  dont  l'intégrale  générale  s'ob- 
tient en  remplaçant,  dans  la  seconde  des  équations  (5),  U'"^)'^,  par 

I/intégration  par  parties  conduit  immédiatement  au  théorème 

(  8  )  /*  ^  '  U^'^^  U^'i^  f/x  =  o, 

tant  que  v  diffère  de  n.  Au  moyen  de  la  reiafion  (6)  entre  trois  fonc- 
tions consécutives,  et  en  ayant  égard  à  ce  théorème  (8),  on  trouve, 
dans  le  cas  de  v  =  «, 

'dx^-X         ''^"^'  (/iH-2/)(/^H-2/-l)...(a/+l)^.,„^, 

2  «  -H  2  /  -+-  I  I  .  2.  3  .  4  .  •  •  « 


rï^-H 


Revenant  au  facteur  R^"'  de  Lamé,  nous  trouvons  que  trois  fonc- 
tions R'/'\  R^""'',  Rj"""',  dans  lesquelles  l  reste  constant,  satisfont  à  la 
relation 

(i  +  x''f\[n  -  OU'T/-i,  -  (2»  -  i)jt-L""r/^-." 

-  (7zH-/  +  i)u'"r^^n  =  o, 

où  l'on  a  ISn. 

Journ.  de  Math.  (J°  série),  tome  V.  —  FÉvniER  iS^g.  9 
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L'intégration  par  parties  conduit  au  tlu'orème 


r^'Ri"R';V.r  =  o 


tant  que  y  diffère  de  n.  En  se  servant  de  ce  tliéorème  (lo)  et  de  la  re 
lation  (9)  entre  trois  fonctions  consécutives,  on  trouve,  dans  le  cas 
de  V  =  n, 

3/+1    n  +  t.n  +  l — i.w-l- /— 2  .. .  3/+ I       24-6...2/       .. 


2«+I  I.2.3.4---"  —  '  3.5.7  ..  .2/-h    I 

Ainsi,  le  facteur  R^"'  se  trouve  également  mis  sous  terme  d'expres- 
sion différentielle,  et  ses  propriétés  analytiques  sont  encore,  comme 
on  le  voit,  semblables  à  celles  de  la  fonction  V'"'>  relative  à  la  sphère. 


§  XIV. 

Dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  ovaire,  Lamé  a  ramené  l'intégration  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  régissant  l'équilibre 
de  température  des  points  intérieurs  du  corps  supposé  homogène,  à 
celle  des  deux  équations 

''?_     _     IJl^   ^    /A    R. 


Dans  ces  deux  équations,  on  a  /;  =  ti{n-\-  i), 
,- C[:) 


p  =  s^p'-  -ht-  =C  ^:^- 
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Les  |);iramètres  lliermomélriques  a  et  y  sont  définis  par  les  intégrales 


a  =^  C     I       :^=r 

Jf'     v'  Je'  —  v" 


dp' 


■  >'     0'  \/  p  '  -i-  c^ 

Enfin  v'  et  p'sont  les  fonctions  inverses  de  ces  deux  transcendantes 
a  et  y.  En  remplaçant  -  et  -  par  jc,  dans  les  équations  (12),  on  voit 
que  les  intégrales  générales  de  ces  équations  ont  la  forme  de  la  pre- 
mière des  intégrales  (5)  de  l'ellipsoïde  planélaire.  Les  facteurs  de 
Lamé,  P  et  R,  relatifs  à  l'ellipsoïde  ovaire,  ont  donc  la  forme  du  fac- 
teur P)"*  dans  le  cas  de  la  sphère,  et  leiu's  propriétés  analytiques  sont 
encore  les  mêmes. 

I^es  fonctions  au  moyen  desquelles  on  exprime  les  intégrales  des 
équations  (12)  sont  les  polynômes  en  x  qui  naissent  du  développe- 

ment  de  l'expression  (i  —  2ax  -+-  a*)  ^  ordonné  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  a.  D'après  la  rè^le  de  convergence  de  la  sétie 
de  Lagrange,  appliquée  au  développement  de  la  plus  petite  des  racines 
de  l'équation 


ce  développement  est  convergenl  tant  que  l'on  a  j:  <^  1  dans  la  pre- 
mière, et  a;  ;>  I  dans  la  seconde,  ou  bien,  tant  que  jl-  reste,  dans  les 
deux  cas  respectivement,  dans  le  champ  de  variation  assigné  par  sa 
définition  analytique.  Seulement,  dans  le  second  cas,  on  voit,  par 
cette  même  règle,  que,  pour  la  convergence,  on  doit  avoir  a5  — ,  et 
que,  par  conséquent,  quand  x  devient  de  plus  en  plus  grand,  on  doit 
supposer  a  de  plus  en  plus  petit,  ce  qui  est  toujours  permis. 

Si,  au  lieu  de  prendre  pour  variables  indépendantes  v  et  p,  on  prend 
v'  =  \/c^  —  v'^  et  p'  =^  \J p-  —  c'^,  les  équations  (12)  deviennent 

j   (v'^-C'v'^)  J^-^(2V'^'    _C»V')^=    {hv''   -Pc"-)-p, 

9-- 
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Leurs  intégrales  généralfs  se  déduisent  de  celles  des  équations  (12), 
en  cliangeant  .r  en  sj  i  —  x""  —  g^  dans  la  première,  et  :*:  en 

dans  la  seconde.  On  obtient  les  nouveaux  f.ictcnrs  P  et  R  en  effectuant 
sur  les  anciens  les  mêmes  changements  de  variables. 

On  sait  que  les  formes  analytiques  sous  lesquelles  nous  avons  mis 
les  facteurs  P  et  R,  que  nous  venons  de  trouver,  ont  été  indiquées  par 
M.  Liouville  dans  les  mêmes  cas  de  la  sphère  et  des  ellipsoïdes  de  révo- 
lution [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XI,  p.  270). 
C/est  en  comparant  les  séries  de  Lamé,  ordonnées  suivant  des  produits 
de  fonctions  elliptiques,  à  celles  ordonnées  suivant  les  Y„  de  la  Méca- 
nique céleste,  que  M.  Liouville  est  parvenu  à  ces  indications.  On  sait 
aussi,  d'un  autre  côté,  que  Jacobi  avait  déjà  mis  les  différents  termes 
dont  sont  composés  les  Y„  sous  cette  même  forme  de  produits  d'ex- 
pressions différentielles  [Journal  de  Liouville,  t.  X,  p.  229.) 

Enfin,  il  importe  de  fiire  observer  que  les  fonctions  simples  x,  qui 
entrent  dans  les  expressions  des  facteurs  P  et  R,  sont,  dans  tous  les  cas, 
des  fonctions  simplement  périodiques,  ou  plus  exactement,  en  ayant 
égard  aux  remarques  présentées  par  Lamé  dans  la  neuvième  de  ses 
Leçons  sur  les  Jonctions  inverses  des  transcendantes  et  les  surfaces 
isothermes,  des  fonctioiis  doublement  périodiques  parvenues  à  cet  état 
limite  de  déformation  continue  où  une  de  leiu's  périodes  est  infinie. 
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Cinématique  et  Dynamique  des  ondes  courantes  sur  un  sphéroïde 
liquide.  Application  à  l'évolution  de  la  protubérance  autour 
d'un  sphéroïde  liquide  déformé  par  V attraction  d'un  astre 
éloigné  ; 

Par   m.    GUYOU, 

Lieutenant  de  vaisseau. 


Equations  des  épicycîoïdes. 

Considérons  [PL  I,fig-  i)  l'épicycloïde  engendrée  par  le  point  M 
quand  ce  point  est  supposé  invariablement  lié  au  cercle  «A  qui  roule 
intérieurement  sur  le  cercle  OA;  nous  appellerons,  suivant  l'usage,  le 
cercle  rtA  cercle  roulant  ou  roulette,  le  cercle  OA  cercle  base  de  la 
roulette,  et  enfin  nous  donnerons  à  la  circonférence  décrite  par  le 
centre  de  la  roulette  le  nom  de  circonférence  guide. 
Nous  poserons 

ak  =  (3, 
OA  =  p', 
Oa  =  p'  —  |3  =  R. 

Si  nous  prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  axes  rectangulaires 
dont  l'origine  est  en  O  et  dont  l'axe  des  Y  est  dirigé  suivant  le  rayon  Oa 
à  l'instant  où  le  point  M  se  trouve  sur  celle  direction  et  entre  les 
deux  circonférences  R  et  p',  nous  aurons,  en  appelant  Q  l'angle  AOA', 

X  =  R  sinô  —  /'sinY,  a^  A,, 
Y  ~  Rcosô  +  rcosY,  a,  A,, 


.^O  GUYOli. 

er,commeY,fl,  A,  =  ^-^^6  =  jÔ,  il  vient 


(') 


X  =  R  sinô  —  rsin  -5, 

P 

Y  =  RcosÔ  +  rcos-5, 

P 


et  enfin,  en  posant  —  =  n, 

'  P 


(2) 


X  =  Rsinô  —  rsinn^, 
Y  =  RcosÔ  +  rcosnO. 


Suivant  les  valeurs  de  n  et  de  /'  pour  une  même  circonférence  guide, 
les  épicycloïdes  affecteront  des  formes  diverses.  Si  n  est  un  nombre 
entier,  la  courbe  se  composera  d'une  seule  orbe  sinueuse  ondulant 
autour  de  la  circonférence  guide;  si  n  est  un  nombre  fractionnaire  de 
la  forme  -,  p  el  g  étant  premiers  entre  eux,  le  point  M  serpentera  au- 
tour de  la  circonférence  guide  et  ne  repassera  par  les  mêmes  positions 
que  lorsque  le  cercle  roulant  aura  accompli  q  révolutions. 

Enfin,  dans  le  cas  particulier  de  n  =  i,  on  voit  aisément  que  l'épi- 
cv'cloïde  prend  la  forme  d'une  elli|)se  dont  le  grand  axe  est  vertical  et 
dont  les  axes  sont 

R  +  r     et     R  —  r. 

Nous  nous  bornerons  aux  cas  dans  lesquels  n  est  un  nan)bre  entier. 

Tangentes  et  normales.  —  On  sait  que  la  normale  à  la  courbe,  à 
chaque  point  M,,  est  dirigée  suivant  la  ligne  qui  joint  le  point  consi- 
déré au  point  de  contact  du  cercle  roulant  a%'ec  le  cercle  base,  c'est- 
à-dire  suivant  M,  A'. 

Les  crêtes  de  la  courbe  seront  situées  sur  les  rayons  vecteurs  éma- 
nant du  centre  O  qui  feront  avec  l'axe  OY'  des  angles  S  tels  que  l'on  ait 

A'rt,  M,  —  2K.7r, 
ou 

5f«  +  i)  =  2K;r     ou     0  = -, ,■> 
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K  étant  un  nombre  quelconque;  et  les  creux  seront  clans  des  positions 
telles  que 

A'a,M,=K7:     ou     6  —  - ■-, 


R  étant  un  nombre  impair  quelconque.  Si  nous  faisons  clans  celle  for- 
mule R  =  I,  nous  aurons  la  demi-amplitude  angulaire  de  chaque 
onde,  et,  en  appelant  cette  quantité  6,  on  aura 

(3)  0=—'^-. 

Le  nombre  des  ondes  sera  égal  à  —  ou  {?i  -+-  i). 

Le  nombre  des  ondes  de  la  courbe  ne  dépend  que  du  paramèlre  ii  ; 
on  voit  par  suite  que,  si,  conservant  invariables  le  cercle  guide,  de 
rayon  R,  et  le  paramétre  n,  on  fait  varier  la  distance  r  au  point  tra- 
ceur au  centre  de  la  roulette,  on  obtiendra  une  série  de  courbes  ana- 
logues, présentant  le  même  nombre  de  sinuosités  et  ayant  leurs  créles 
et  leurs  creux  sur  les  mêmes  rayons  de  la  circonférence  guide. 

Si  r  est  nul,  la  courbe  se  confond  avec  le  cercle,  et,  si  /■  augmente, 
les  crêtes  et  les  creux  se  dessineront  de  plus  en  plus,  les  courbures  des 
crêtes  seront  plus  accusées  que  celles  des  creux,  et  si  /■  devenait  égal 
à  p,  chaque  crête  présenterait  un  point  de  rebrousscment;  enfin,  si  r 
croissait  encore,  la  courbe  présenterait  une  boucle  à  chaque  crête. 

Nous  lie  nous  occuperons  que  des  cas  dans  lesquels  r  est  plus  petit 
que  p,  c'est-à-dire  des  courbes  auxquelles  on  a  donné  le  nom  û'epi- 
cycloïdes  accourcies  intérieures  ou,  plus  simplement,  à'hjpocjcloïdes 
ncconrcies. 

Cinématique  des  ondes  liypocjcloïdales. 

Centres  et  rayons  orbitaires  des  différents  points  d'une  hypocy- 
cloïde  donnée.  —  Considérons  l'hypocycloïde  définie  par  les  para- 
mètres R,  r  et  n,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque  et  r<^çj  ou 
/'<  -1  et  appelons  centre  orhitnire  d'un  point  M,  quelconque  de  la 
courbe  le  point  a,  du  cercle  e;uide  où  se  trouverait  le  centre  de  la  rou- 


rj2  '  GUYOU. 

lelte  à  laquelle  serait  lié  le  point  M  qui  décrirait  la  courbe  consi- 
dérée, et  rayon  oibilaire  le  rayon  rt,  M,. 

Imaginons  que  chacun  des  poinis  de  rhypocycloïde  envisagée  soit 
relié  par  une  tige  invariable  de  longuenr  à  son  centre  oibilaire,  et  que, 
chaque  centre  orbitaire  restant  immobile,  tous  les  points  de  la  coin-be 
se  mettent  à  tourner  uniformément  autour  de  leurs  centres  respectifs 
avec  la  même  vitesse  angulaire  £. 

Si  nous  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ce  mouvement  ait  lieu 
de  gauche  à  droite,  et  que  nous  prenions  pour  origine  du  temps  l'in- 
stant où  la  courbe  avait  pour  équations  les  équations  (2),  on  voit  aisé- 
ment que  la  position  du  point  dont  le  centre  orbitaire  est  défini  par 
l'angli' ô  sera  donnée  à  l'instant  t  par  les  équations 

(  X  =  Rsin  0  —  rsin  inO  —  zt), 

(4)  ■  !  ^  ' 

(  Y  =  RcosS  H-  rcos(n5  —  it). 

Il  est  facile  de  voir  qu'à  cet  instant,  bien  que  chacun  des  points  ail 
changé  de  position,  la  courbe  qui  en  est  le  lieu  géométrique  a  conservé 
sa  forme. 

Considérons  en  effet  le  point  qui,  à  l'origine  du  mouvement,  se 
trouvait  en  une  position  M,  telle  que  A'rt,M,  =£^;  le  centre  orbi- 
taire rt|  de  ce  point  était  situé  dans  ime  direction  6,,  telle  que 

i  11  -¥■    l)0,    =^  ît        OU        5 ,    =    ; t  : 

a  l'instant  t,  ce  point  se  trouvera  sur  la  direction  Ort,  et  sur  le  prolon- 
gement de  ce  rayon. 

Prenons  l'équation  de  la  courbe  par  rapport  à  de  nouveaux  axes 
ayant  même  origine,  mais  dont  l'axe  OY'  est  dirigé  suivant  O/t,;  on 
aura,  en  prenant  les  formules  connues  de  transformation, 

X'  =  Xcos5,  —  YsinÔ,, 
Y'  =  Ycosô,  +  Xsinî,, 

et,  en  remplaçant  dans  ces  formules  X  et  Y  par  les  valeurs  [[\), 

X'  =  R  sin  0  cosS,  —  rsin  [jiO  —  it)  cos^,  —  Rcosô  sinô,  —  rcos(«^  —  £<)  sinô, 
Y'  =  RcosS  cos6|  4-  rcos{nO  —  et)  cosO,  -+-  R  s'mO  s'inO,  —  r  sin  [nO  —  st )  sinô. 
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OU 

X'  =  R  sin{0  —  0,)  —  ;'sin(«5  —  zl  +  5,), 
Y'  =  Rcos(5  —  5|)  -T-  /■cos(//5  —  cl  -h  0,); 

et  si,  comme  précédemment,  nous  appelons  0'  l'angle  formé  avec  le 
nouvel  axe  des  Y'  par  la  direction  dans  laquelle  se  trouve  le  centre 
orbitaire  qui  était  défini  par  0  par  rapport  aux  anciens  axes,  nous 
aurons 

5  — 5,  =  5'     et     nO  ~  it -j — ■  ^  jiO  —  n -^ —      ou     «5', 


et  les  équations  précédentes  deviendront 

X'  =  R  sin  0'  —  /'  sin7«5', 
Y'  =  Rcos5  -r  r  cos/if;'. 

Ces  équations  sont  identiques  aux  premières. 

On  voit,  par  suite,  qu'aux  yeux  d'un  observateur  qui  serait  assez 
rapproché  de  la  figure  pour  pouvoir  suivre  de  l'œil  les  différents  points 
dans  leurs  mouvements,  ces  mouvements  auraient  les  caractères  de 
mouvements  oscillatoires  desquels  résulteraient  à  chaque  instant  et  eu 
chaque  point  des  déformations  périodiques  de  la  courbe;  et  au  con- 
traire, aux  yeux  d'un  observateur  suffisamment  éloigné  pour  ne  plus 
pouvoir  distinguer  les  points  les  uns  des  autres  et  pour  apercevoir 
nettement  la  forme  de  la  courbe  sur  laquelle  ils  sont  répartis,  cette 
courbe  semblerait  tourner  tout  d'une  pièce  vers  la  droite  avec  une 
vitesse  angulaire  uniforme  égale  à  autour  de  son  centre. 

Si  nous  imaginions  enfin  qu'on  rapportât  le  mouvement  dont  il 
s'agit  à  des  axes  animés  d'une  vitesse  de  rotation  égale  à  — '- — ,  les 

°        ■       ri  -\-  i 

é  ]uations  prendraient  la  forme 
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dans  laquelle  t  représenterait  l'intervalle  écoulé  depuis  le  moment  où 
le  point  considéré  a  franchi  la  crête  correspondant  à  l'axe  des  Y. 

Et  l'on  voit  qu'un  observateur  qui  serait  entraîné  par  le  mouvement 
de  ces  axes  verrait  une  courbe  sinueuse  immobile  et  de  forme  inva- 
riable sur  laquelle  s'écouleraient  tous  les  points  d'un  mouvement  con- 
tinu, et  le  mouvement  prendrait  l'aspect  d'un  écoulement  linéaire 
permanent. 

On  peut  remarquer  dès  maintenant  que  les  vitesses  des  points  sur 
leur  trajectoire  permanente  varieraient  à  chaque  instant,  atteignant 
leurs  maxima  dans  les  creux  et  leurs  minima  sur  les  crêtes,  et  que, 
par  suite,  bien  que  la  série  complète  des  points  fasse  constamment 
une  ligne  continue,  la  distance  de  deux  points  voisins  subirait  des 
accourcissements  et  des  allongements  périodiques. 

Si  nous  appelons  5X  et  (?Yles  accroissements  des  coordonnées  d'un 
point  M  quand  on  passe  au  point  suivant,  défini  par  l'accroissement  ot, 
c'est-à-dire  au  point  qui  a  franchi  l'axe  des  Y  un  intervalle  ô^  avant 
le  premier,  les  projections  de  l'arc  07,  qui  sépare  ces  deux  points  sur  la 
courbe,  seront 

JX  .        SX  ^. 
3t  St 

et 


»'=»V(") 


^JY 


On  aurait  de  même,  en  appelant  d'j  l'arc  parcouru  par  le  point  M 
dans  le  temps  dt. 


par  suite,  l'écartement  de  deux  points  infiniment  voisins  sera  toujours 
proportionnel  à  la  vitesse  [*j. 

Reprenons  pour  un  instant  l'hypocycloïde  primitive  et  imaginons 


[*]  Cette  propriété  est  évidemment  indépendante  de  la  forme  de  la  courbe  sur  la- 
quelle s'effectue  le  mouvement  d'écoulement  continu  ])ermanent;  c'est  la  traduction, 
dans  le  cas  des  écouleinents  linéaires,  de  la  lui  d'égal  débit. 
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que,  dans  l'intérieur  de  l'espace  qu'elle  enferme  sur  le  plan  de  la  6gure, 
nous  tracions  une  infinité  de  cercles  de  rayons  décroissants  autour  du 
centre  O,  et  que  sur  chacun  d'eux,  pris  comme  cercle  guide,  nous 
construisions  des  hypocycloïdes  ayant  même  nombre  d'ondes  et  ayant 
leurs  crêtes  et  leurs  creux  sur  les  mêmes  directions,  et  admettons  que 
le  rayon  orbitaire  r  de  chacune  de  ces  hypocycloïdes  soit  une  fonction 
du  rayon  R  du  cercle  guide  qui  lui  correspond  exprimée  par/(R); 
les  équations  générales  de  ces  courbes  seront  de  la  forme 

(  X  =  Rsinî  -/(R)sinn$, 
^   '  i  Y  =  Rcos5 +y(R)cos725. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  l'on  fait  varier  0  de  zéro  à  2t:  et  R  de  zéro 
à  l'infini,  tous  les  points  du  plan  de  la  figure  sont  donnés  par  ces  équa- 
tions, et  les  paramétres  R  et  S  qui  définiraient  chaque  point  déterminé 
par  ses  coordonnées  X  et  Y  seraient  donnés  par  la  résolution  des 
équation';  (5)  par  rapport  à  ces  deux  inconnues. 

Imaginons  maintenant  que,  toutes  ces  hypocycloïdes  étant  tracées,  et 
les  centres  orbitaires  de  chacun  de  leurs  points  restant  immobiles, 
tous  les  points  de  toutes  ces  lignes,  c'est-à-dire  tous  les  points  de  la 
surface  enfermée  dans  l'hypocycloïde  extérieure,  viennent  à  tourner 
d'un  mouvement  uniforme  et  avec  la  même  vitesse  angulaire  e  autour 
de  leurs  centres  orbitaires  respectifs. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  toutes  les  hypocycloïdes  sem- 
bleront tourner  ensemble  autour  de  leur  centre  commun   avec  une 

vitesse  5  et  si,  comme  il  nous  est  toujours  permis  de  le  supposer, 

la  fonction/ (R)  est  d'une  forme  telle  que,  quelque  voisines  que  soient 
deux  hypocycloïdes  correspondant  à  deux  profondeurs  R  et  R  +  dR 
infiniment  voisines,  elles  ne  se  coupent  pas,  aucun  point  ne  sera  gêné 
dans  son  mouvement  par  la  rencontre  d'un  autre. 

On  voit  en  effet  que  chacun  d'eux  restera  constamment  sur  une 
courbe  qui  ne  rencontrera  jamais  la  courbe  voisine. 

Mais,  bien  que  ces  points  ne  soient  ainsi  jamais  exposés  à  se  joindre, 
il  arrivera,  suivant  la  forme  de  la  fonction  y  (R),  que  les  éléments  su- 
perficiels, dans  leurs  mouvements,  pourront  subir  des  contractions  ou 

ic. 
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des  dilatations  périodiques  analogues  à  celles  que  subissent  les  éléments 
rectilignes  des  courbes. 

Nous  allons  chercher  la  forme  que  doit  affecter  cette  fonction  pour 
que,  malgré  leurs  déformations  perpétuelles,  les  éléments  superficiels 
conservent  la  même  aire. 

Loi  d'homogénéité.  —  Pour  cela,  considérons  [PI.  I,  fig-  2)  les 
quatre  centres  orbitaires  a.  n\  h,  b'  déterminés  par  les  rayons  R  et 
R  H-  dVi  et  les  directions  5  et  5  +  r/5  ;  les  quatre  points  M,  31',  N,  N' 
correspondant  à  ces  centres  auront  pour  coordonnées,  à  l'instant  t^ 
les  valeurs  obtenues  en  donnant,  dans  les  équations 


(6) 


,X  —  Rsin5  — /  R)sin(7z5  —  et) 
*' Y  ^  Rcos5  +/'R)cos(72  5  —  -d), 


aux  paramètres  R  et  !;  les  valeurs  successives  suivantes: 

Pour  M...     Reî5,  Pour  N.  .  .     R— r/Ret5, 

Pour  M'...     Rol5+r/5,  PourN'...     R -h  (^R  et  5 -t- f/$  ; 

et  si,  par  l'un  quelconque  des  quatre  points  M,  ;\r,N,  ^'',  le  point  31  par 
exemple,  nous  menons  une  parallèle  à  l'axe  des  X,  et  que  par  les  points 
N  et  M'  nous  menions  des  parallèles  NP  et  31' Q  à  l'axe  des  Y,  nous  au- 
rons évidemment 

D'un  autre  côté,  si  nous  considérons  tous  les  centres  orbitaires  com- 
pris sur  les  côtés  du  petit  trapèze  aa'bb',  les  points  mobiles  correspon- 
dant à  tous  ces  centres  seront  répartis  sur  quatre  lignes  enfermant  un 
quadrilatère  élémentaire  M^I'NN',  que  nous  pourrons  regarder  comme 
un  parallélogramme  si  nous  imaginons  des  points  n,  a' ,  è,  b'  suffisam- 
ment rapprochés. 

La  surface  de  cet  élément  a  pour  expression 

MN.MM'.sinNMM' 
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OU,  si  l'on  remarque  que  N-MM'  =  NMx  -h  xMM', 

MN.  MM',  sinNMxcos.rMM'.-^MN.iviM'  sino-MM'cosNMx; 

mais 

sinNMa;MN  — NP,       MN  cosNMar  r=  MP, 
MM'  cosa;  MM'  =  "Mg,     MM'  sin o^MM'  =  M'Q. 

L'aire  du  parallélogramme  élémentaire  aura  donc  pour  expression 

NF.  MQ  +  MT'.ivrQ 

ou,  en  lenani  compte  des  relations  que  nous  venons  d'établir, 

chacune  des  quantités  comprises  dans  celle  formule  est  fonction  de 
R,  de  B  et  de/;  on  les  obtiendra  en  différentiant  les  équations  (6)  par 
rapport  à  R  et  5  et  l'on  aura 

^  =  sinS  — /'(R)  sin(«5  —  ît), 
-—  =  cos5  H-  /'(R)  cos(«S  ~  zt). 
^  =  R  cos9  -  7i/(R)  cos(«9  -  U), 
'--z=—  RsiiiS  —  «/(R)sin(/z5  —  U). 

Les  quantités  R  et  9,  dK  et  dO,  qui  définissent  le  quadrilatère  élé- 
mentaire considéré,  sont  invariables  pendant  le  mouvement;  il  faudra 
donc  que  les  termes  que  l'on  obtiendrait  en  effectuant  le  calcul  de  la 
parenthèse  de  la  formule  (7),  et  qui  seraient  fonctions  du  temps,  dis- 
paraissent eux-mêmes. 

En  se  bornant  à  écrire  ces  termes,  on  trouve 

—  R/'(R)  sinô  sin(725  — cO  -  «/(R)/'(R)  sin-(7?6  -  zt) 
-^nf{K)  sine  s.m[nO  ~it)  -  «/(R)/'(R)  cos='(«5  —  a) 
-i-R/'(R)cos5cos(/i5  -  zt)  -  7if{~R.)  cosô  cos{7iO  —  £t). 
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La  somme  des  termes  en  sin-(«5  —  zt)  et  cos-(/i(5  —  it)  donne  la 
quantité  —  nJ['R)J''{^)  qui  est  indépendante  du  temps;  les  seuls  termes 
fonctions  du  temps  qui  entreront  dans  l'expression  de  l'aire  du  qua- 
drilatère élémentaire  sei'ont  donc,  après  simplification,  réduits  à  l'ex- 
pression 

[R/'(Rj  —  «/(R)]  [cos(«5  —■.l)cosO  —  sm[nO  -£f)sinô] 
ou 

[B/'(R)-;,-/(R)]cos[(//+.)5-£/]. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'aire  du  parallélo- 
gramme élémentaire  soit  invariable  pendant  le  mouvement  sera  donc 
exprimée  par  la  relation 

R/(R)-«/(R)  =  o 
ou 

/(R)       R' 

d'où  I  on  tire  immédiatement 

log/(R)  =  «logR  +  C. 

La  valeur  de  la  constante  arbitraire  C  se  déduira  de  la  grandeur  du 
rayon  orbitaire  de  riiypocycloïde  extérieure;  si  nous  appelons  11  ce 
rayon  et  A  le  rayon  du  cercle  guide  de  cette  liypocycloïde,  on  aura 

logH  =  «logA -î- C,     d'où     C  =  logH  — /i  logA. 

On  aura  par  suite 

Iog/(R)  =:«.logR-  n.logA  +  logH 
ou 

/(R)  =  h(^)", 

ou  autrement 


(8,  ,=h(|)- 
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Les  équations  (6)  prendront  donc  la  forme 

1  X  =  Rsin!;-H(^y'sin(«5-£0, 


(  Y  =  RcosS  +  }i(jYcos{nO  —  st 


Aire  du  parallélogramme  élémentaire.  —  Si  nous  introduisons  dans 
l'expression  générale  de  l'aire  du  parallélogramme  élémentaire  la  con- 
dition exprimée  par  la  formule  (8),  de  laquelle  résulte  la  nullité  des 
termes  fonction  du  temps,  nous  trouverons  aisément,  en  remplaçant 

,  .    ,    (ÎY    dY    dX     dX  .  , 

les  quantités  -r^i  -- )  — ->  -— -  par  leurs  valeurs, 

^  dK      dO      dR       dh     <■ 

[+  Rsin=5  +  RCOS-5  - //(R)/(R)]r/Rff5 


r+  R  _  /iH(^y  «5^,R"-'if/R</9, 


ou  en  lin 


(9)  ('R_'i-l'R=«-'yRrf9. 

Nous  remarquerons  dès  maintenant,  dans  l'expression  (8),  que  r  est 
nul  pour  R  =  o,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  H,  A  et  n,  et  nous 
voyons  également, dans  l'expression  (9),  que  l'aire  du  parallélogramme 
élémentaire  compris  entre  les  quatre  points  dont  les  centres  orbitaircs 
sont  définis  par  R,  6,  R  +  r/R,  5  +  dO  est  indépendante  de  5. 

Supposons  maintenant  que,  après  avoir  tracé  sur  une  circonférence 
guide  de  rayon  R  =  A  l'hypocycloïde  accourcie  de  rayon  /•=  H  et  dé- 
finie par  le  paramètre  11^  nous  tracions,  par  rapport  aux  différents 
cercles,  de  dK  en  (/R  dans  l'intérieur  du  premier,  les  hypocycloïdes 
de  même  nombre  d'ondes  semblablement  placées  et  telles,  que  leurs 
rayons  décroissent  en  se  rapprochant  du  centre  O  suivant  la  loi 

on  verra  aisément  [PL  I,fig   i)  que  les  points  de  toutes  ces  courbes 
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qui  ont  leurs  centres  orbitaires  sur  le  même  rayon  Oa,  auront  égale- 
ment leurs  rayons  orbitaires  parallèles,  et  que,  si  l'on  prenait  pour 
axes  de  coordonnées  une  ligne  parallèle  à  a,M\,  (axe  des  ;)  et  la  ligne 
On,  (axe  des  R),  la  courbe  formée  par  l'ensemble  de  ces  points  aurait 
pour  équation  l'équation  (8). 

Nous  donnerons  aux  lignes  formées  par  tous  les  points  qui  ont  leurs 
centres  orbitaires  sur  le  même  rayon  le  nom  de  rayons  cuiviligfies  de 
l'hypocycloïde. 

On  voit  que  l'équation  générale  des  rayons  curvilignes  dont  il  s'agit 
est,  par  rapport  aux  axes  convenables  pour  chacun  d'eux, 

'■=«(-»yfj-  ■ 


[*]  On  aurait  l'cqualion  de  l'une  quelconque  de  ces  lignes  par  rapport  aux  axes 
primitifs  en  éliminant  R  entre  les  équations  (8'),  et  fou  verrait  facilement  que  cette 
élimination  donnerait  toujours  une  équation  du  degré  «.  On  a,  en  effet,  - 

XcosS  =  RsinG  cosO R"  cos 6  sin  ( « 9  —  et], 

YsinO  ^  R  sinÔcosS  H R' sin6  cos(«0  —  srl, 

A" 


I  XcosO  —  YsinOi  = ;^  R"  sin[(/z  +  i  )  0  —  e  ;] 


de  même 


X  cos(«G  —  et]  =^  R  sinS  ces  («S  —  el)  —   --  R"sin  [nO  —  se]  ces («9  —  £t' , 
Y  sin  (?i9  —  £\t)  =  RcosS  sin(«9  —  s<)  H -^  R''sin(«9  —  et)  cos[n8  —  el). 


d'où 

X  cos(«9  —  s;)  -H  Y  sin  («9  —  eï)  =  Rsin  [(/î  -m)  9  —  £/]; 

tirant  enfin  de  cette  équation  la  valeur  de  R  et  élevant  à  la  puissance  n  et  substituant 
dans  les  précédentes,  il  viendrait 

,,  .    ,        ^                  Il  (  Xcosl/?9  —  £?M- Ysinf«â  —  eï)  i" 
Y  sm  0  —  X  cos  9  =  —     ■ t-t , 

A"  (  sin [(«-)-  lie  —  £fj  ) 

équation  du  degré  [n],  ce  qui  était  d'ailleurs  évident  d'avance. 


CmÉMATIQUE    ET    DYNAMIQUE    DES    0>DES    COURANTES.  8l 

l'ar  suite,  dans  le  cas  de  l'ellipse  [fig.  5  ,  on  aura 

«  =  [ ,      r  =  H  -  ; 
A 

les  rayons  hypocycloïdaux  sont  rectilignes. 

Pour  les  hy|)ocycloïiies  à  trois  ondes,  les  rayons  hypocycloïdaux 
sont  des  arcs  de  paraboles 

■  ^="(r)'- 

I-es  rayons  curvilignes  sont  tangents  en  Oà  leurs  rayons  des  centres 
orbitaires;  on  a,  en  effet, 

dr  _  Un     „..,, 
rfR  ~  A"  ^ 

donc  —  =  G  pour  R  :=  o  [*]  ;  par  suite,  le  rayon  cuiviligne  est  tan- 
gent à  l'axe  des  R  pour  chaque  courbe  et  au  centre  de  la  figure. 

Si,  de  même  que  nous  avojis  tracé  sur  la  figure  les  hvpocycloïdes 
voisines,  nous  tracions  également  les  rayons  curvilignes  séparés  par 
des  intervalles  d^,  nous  partagerions  toute  l'aire  de  la  figure  en  une 
infinité  d'éléments  analogues  à  celui  que  nous  avons  A\i]^e\é  parallélo- 
gramme élémentaire. 

L'aire  de  chacun  de  ces  éléments  est  égale,  comme  nous  l'avons  vu, 
à  j'r---R=«-'Wr^5. 

Il  en  résulte  donc  que  tous  ceux  d'entre  eux  qui  sont  situés  dans  la 
bande  sinueuse  comprise  entre  deux  hypocycloïdes  voisines  sont 
équivalents;  et  l'on  verra  aisément  maintenant  que,  si  l'on  suppose 
que  la  figure  prenne  le  mouvement  oscillatoire  général  défini  par 
la  rotation  orbitaire  a,  l'un  quelconque  de  ces  éléments  affectera  suc- 
cessivement toutes  les  formes  de  ceux  qui  sont  compris  dans  TUie 
même  onde  PL  I,Jig.  3),  et  son  aire  restera  invariable. 


[*]  Excepté  dans  les    cas  de  l'ellipse  ou  «  =  i  et  -—  =  — const.  :  dans  ces  cas, 

"R       A 

les  rayons  hypocycloïdaux  sont  rectilignes. 

Journ.  de  Math.  (3'  série),  tome  V.  —  Mars  1879.  I  I 
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Si  maintenant  nous  considérons  la  bande  comprise  entre  deux  rayons 
curvilignes  séparés  par  un  intervalle  r/5,  nous  aurons  pour  aire 


dôi^-"^-] 


Il  est  encore  évidenl  que,  si  nous  partageons  toute  la  surface  de 
l'hypocycloïde  extérieure  en  bandes  analogues  définies  par  des  inter- 
valles d9  égaux,  toutes  ces  bandes  seront  égaies  entre  elles,  et,  quand 
toute  la  figure  se  mettra  à  osciller,  chacune  d'elles  affectera  successi- 
vement les  formes  de  toutes  celles  qui  sont  comprises  dans  une  même 
onde;  elles  prendront  un  mouvement  oscillatoire  analogue  à  celui 
qu'indique  la  /ig.  4  de  la  PL  I,  et  dont  les  oscillations  des  verges 
peuvent  être  prises  pour  image. 

y^ire  de  Vhypocjcloïde.  —  Nous  remarquerons  ici,  en  passant,  que 
l'intégration  par  rapport  à  ô  de  la  formule  qui  précède  entre  les  limites 
o  et  2  7:  nous  donnera  l'aire  de  la  courbe  entière: 

-(R=  -  un-}. 

Cercle  primitif .  —  Et  si  nous  supposions  que  toute  la  surface  oscil- 
lante vînt  à  s'affaisser  sous  la  forme  d'un  cercle,  le  rayon  A,  de  ce 
cercle,  que  nous  appellerons  cercle  primitif,  aura  pour  expression 

([o)  A'j  =  A-  —  /lU-. 

Morweinent  relntij.  —  Si  maintenant  nous  imaginions  que  l'obser- 
vateur qui  contemple  ce  mouvement  fût  entraîné  avec  des  axes  animés 
d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  du  point  O  et  de  vitesse 
égale  à  — '- — •»  nous  pourrions  remarquer  tout  d'abord  que  les  mou- 
vements des  différents  points  relativement  les  uns  aux  autres  ne  chan- 
geraient pas,  et  que,  par  suite,  les  déformations  diverses  des  éléments 
resteraient  les  mêmes,  ainsi  que  leurs  aires. 
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Mais  chacun  d'eux  semblerait,  au  lieu  d'osciller  en  se  déformant, 
s'écouler  dans  le  canal  étroit  formé  par  deux  hypocycloides  voisines, 
se  rétrécissant  en  s'allongeant  pour  conserver  la  même  aire  dans  les 
parties  resserrées  de  son  filet,  et  s'élargissant  en  se  raccourcissant  dans 
les  parties  plus  larges. 

Nous  avons  vu  plus  haut,  en  étuiliant  le  mouvement  linéaire,  que  la 
longueur  de  chaque  élément  linéaire  hypocycloïdal  était  proportion- 
nelle à  sa  vitesse  à  chaque  instant;  il  en  résulte  que  la  distance  normale 
de  deux  hypocycloïdes  voisines,  dans  la  loi  que  nous  avons  donnée, 
est  inversement  proporliotjnelle  à  !a  vitesse;  cette  propriété  pourrau 
aisément  se  démontrer  directement. 

Nous  voyons  par  là  que  le  mouvement  oscillatoire  dont  nous  nous 
occupons  peut  être  transformé  en  un  mouvement  d'écoulement  per- 
manent, par  une  simple  rotation  des  axes. 

Le  mouvement  ondulatoire  hypocycloïdal  est  ainsi  entièrement  défini 
au  point  de  vue  cinématique  dans  le  plan  ;  il  serait  facile  de  dé  luire  de 
ce  qui  précède  une  variété  infinie  de  mouvements  plus  complexes  et 
satisfaisant  également  à  la  loi  d'homogénéité. 

Si  nous  projetions,  en  effet,  la  figure  en  mouvement  sur  un  plan  in- 
cliné quelconque,  les  éléments  siij)erficiels  qui  étaient  égaux  entre  eux 
le  seraient  encore  en  projection;  les  cercles  guides,  les  cercles  primitifs, 
les  orbites  circulaires  des  points  deviendraient  des  ellipses  semblables 
et  parallèles,  sur  lesquels  ils  se  déplaceraient  en  suivant  la  loi  des  aires; 
enfin,  si,  faisant  passer  le  plan  de  projection  parle  centre  O,  nous  le 
faisions  tourner  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  la  figure  sans  changer 
son  inclinaison,  le  mouvement  oscillatoire  se  projetterait  suivant  un 
mouvement  satisfaisant  encore  à  la  loi  d'homogénéité  et  dans  lequel  les 
orbites  se  déformeraient  constamment,  présentant  ainsi  les  aspects  les 
plus  variés  et  les  plus  complexes. 

Cinématique  à  trois  dimensions. 

Nous  pouvons  évidemment  considérer  la  figure  que  nous  venons 
d'étudier  comme  la  section  droite  d'un  cylindre  liquide  animé  d'un  mou- 
vement tel,  que  tout  ce  qr.i  se  passe  dans  la  section  envisagée  se  passe 
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également  dans  toutes  les  autres,  et  ce  mouvement  d'oscillation  générale 
du  liquide  se  traduira  à  nos  yeux  par  le  roulement  perpétuel  d'une 
série  de  cannelures  hypocycloïdales  à  la  surface  libre. 

Nous  pouvons  de  même  supposer  que  les  tranches  successives,  bien 
que  de  formes  identiques,  ne  soient  pas  semblablement  tournées,  et  ima- 
i>iner,parexemple,qu'à  cbaqueinstant  le  volume  liquideaffecte  laforme 
qu'engendrerait  l'hypocycloïde  si  on  la  transportait  uniformément  le 
ion»  d'une  perpendiculaire  à  son  plan  pendantqu'elle  tournerait  unifor- 
mément sur  elle-mèn»e,  et  le  corps  liquide  affeclerait  la  forme  d'un  cy- 
!in(lr>>  recouvert  de  cannelures  à  sections  droites  hypocycloïdales  et 
conlournées  en  hélice;  et,  dans  le  mouvement  oscillatou'e général  dont 
nous  avons  parlé,  ces  cannelures  sembleraient  rouler  uniformément  sur 
la  surface  libre,  imitant  aux  yeux  le  mouvement  d'une  vis  menée  par  un 
écrou  qui  glisserait  sans  tourner  dans  la  direction  de  son  axe. 

Nous  pouvons  enfin  considérer  une  sphère,  imaginer  cette  sphère 
coupée  par  des  plans  parallèles  voisins,  tracer  sur  chacun  d'eux  des 
hypocycloïdes  ayant  même  nombre  d'ondes,  et  dont  les  rayons  orbi- 
laires  /suivraient  la  loi  exprimée  par  la  formule 

R  représentant  le  rayon  du  cercle  détaché  par  chaque  plan  sécant  et 
A  le  rayon  de  la  sphère;  et,  imaginant  enfin  que  nous  fassions  la  même 
opération  à  l'intérieur  pour  toutes  les  sphères  concentriques,  nous  au- 
rions, en  supposant  tous  les  points  de  la  masse  animés  d'une  rotation 
constante  s  autoiu-  de  leurs  centres  orbitaires,  un  nouvel  exemple  de 
mouvement  oscillatoire  vérifiant  la  loi  d'homogénéité,  qui  se  traduirait 
aux  yeux  de  l'observateur  par  le  roulement  d'ondes  cannelées  sur  la 
surface  libre  du  sphéroïde  liquide. 

Nous  voyons  enfin  qu'en  général,  si  nous  considérions  une  masse  li- 
quide telle,  que  toutes  les  sections  obtenues  en  la  coupant  par  des 
plans  parallèles  lussent  des  hypocycloïdes  ayant  même  paramètre  ;/, 
c'est-à-dire  de  même  nombre  d'ondes,  et  que  le  mouvement  fût  tel 
que  nous  venons  de  le  dire  dans  chacune  de  ces  sections,  quel  que 
puisse  être  d'ailleurs  le  rapport  de  H  à  A  pour  chacune  d'elles,  celte 
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masse  serait  encore  animée  d'un  mouvement  possible  au  point  de  vue 
cinématique. 

Nous  pourrions  de  la  même  manière  substituer  aux  mouvements 
circulaires  les  mouvements  elliptiques  obtenus  en  projetiint  les  der- 
niers soit  sur  un  plan  constant,  soit  sur  un  plan  d'inclinaison  con- 
stante, mais  animé  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  pcr- 
^lendiculaire  à  la  figure. 

Mais  tousces  mouvements ondulatoyes  neprésentent  pour  le  moment 
d'autre  intérêt  que  de  familiariser  l'esprit  avec  ces  images  nouvelles, 
c'est-à-dire  d'habituer  à  suivre  par  l'imagination  les  divers  éléments 
liquides  dans  leurs  déplacements  et  leurs  déformations;  il  n'y  a  pas  lieu 
de  s'y  arrêter  dans  ce  Mémoire. 

Nous  n'étudierons  au  point  de  vue  dynamique  que  deux  cas  : 

1°  Le  cas  du  cylindre  àcannelures  ou  ondes  hypocycloïdales  paral- 
lèles à  l'axe,  c'est-à-dire  celui  dans  lequel  tout  se  passe  exactement  de 
la  même  manière  dans  chaque  section  droite,  et  nous  appliquerons 
cette  étude  au  cns  d'un  canal  creusé  le  long  d'un  grand  cercle  delaTerre 
et  la  pénétrant  jusqu'à  son  centre; 

2'^  Le  cas  des  déformations  ondulatoires  d'un  ellipsoïde,  qui  est  di- 
rectement applicable  à  la  marée  produite  par  l'attraction  d'un  astre  sur 
un  sphéroïde  liquide  et  qui  est  susceptible  de  jeter  quelque  jour  sur 
cet  important  et  obscur  problème. 

Premier  cas.  —  Nous  n'aurons  évidemment  pas  à  nous  étendre  sur  la 
description  de  ce  mouvement,  qui  est  entièrement  défini  par  le  mou- 
vement superficiel  que  nous  avons  décrit  pour  le  plan  de  la  section 
droite  du  cylindre  liquide. 

Nous  nous  bornerons  à  remarquer  que  chaque  hypocycloïde  repré- 
sentera sur  le  plan  de  la  section  droite  la  trace  d'une  surface  cylin- 
drique droite  à  directrice  hypocycloïdale,  que  les  rayons  curvilignes 
delà  figure  représenteront  également  la  trace  de  surfaces  cylindriques, 
et  que,  par  suite,  le  mouvement  des  lames  liquides  comprises  entre 
deux  de  ces  surfaces  voisines  sera  fidèlement  représenté  par  le  mou- 
vement oscillatoire  des  bandes  snpeiHcielles  comprises  entre  deux 
rayons  curvilignes. 

Deuxième  cas.  — Le  deuxième  casest  plus  intéressant  aupoint  de  vue 
cinématique. 
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Imaoinons,  en  effel,  un  ellipsoïde  quelconque  défini  par  les  trois  axes 
A.  B,  C,  et  supposons  que, par  une  série  de  plans  parallèles  entre  eux 
et  pernendi,culaires  à  l'un  des  axes,  l'axe  C  par  exemple,  nous  le  divisions 
en  tranches  minces.  Nous  pouvons,  comme  nous  l'avons  vu,  considé- 
rer chacune  des  ellipses  semblables  détachées  dans  cette  figure  pnr  les 
plans  sécants  comme  des  hypocycloïdes  dont  le  paramètre  n  a  pour  va- 
leur 1 ,  et  les  paramèlres  R  et  /-  seront  définis  par  les  relations 

en  appelant  a  et  b  les  axes  des  ellipses  des  diverses  sections,  correspon- 
dant aux  axes  A  et  B  de  la  section  principale  AB. 

L'équation  de  l'ellipsoïde,  par  rapport  à  trois  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  coïncidant  avec  ses  axes  principaux,  est  de  la  forme 


par  suite,  les  axes  des  diverses  sections  elliptiques  correspondant  aux 
diverses  valeurs  de  :  auront  pour  expression 


A 

(C=- 

7J] 

B' 

(C-'- 

zn 

^^'-        c 


et  les  rayons  R  et  /'des  cercles  guides  et  des  cercles  orbitaires  des  dif- 
férentes ellipses  auront  pour  valeur 


_           a  ~-  b                   a  —  b 
R  =r ,         r=    ; 


d'où 

2C     ^^  2t; 

et  les  équations  de  ces  ellipses  pourront  se  mettre  sous  la  forme 


R  =  ^^:5  ^{y^T'i^ ,,    ,. _  ^^B  vc"'-  Z'; 


„         A  +  B     -—. ^,    .,         A  —  B    ,7:;^ 777,     .     , 

X  =  — -,—  V  C    —  Z-  sino  -—  v/C"  —  Z-  sin&, 

2C     '  2C     '                         ' 

, ,         A  -i-  B     ,— .TTï-o            r  A  —  B     7T7T75          r 

aC      '  2C      ' 
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d'où  évidemment  l'élimination  de  5   ramènerait  l'équation  de  l'ellip- 
soïde. 

Les  coordonnées  R  et  5  du  centre  orbitaire  d'un  point  quelconque 
de  l'ellipsoïde,  X,  Y,  Z,  seraient  fournies  par  les  relations 

et 

XC 


sin^ 


B  V  C'  —  Z^ 

ou  encore 

COS&  =   ;. 


A  V c  —  Z' 

Enfin,  si  nous  appelons  y.,  y,  'Ç.  les  coordonnées  rectangulaires  du 
centre  d'oscillation  d'un  point  qui  aurait  pour  coordonnées  X,  Y,  Z, 
on  aurait 

/  =  R  sin  5  =  ^^^  sji?  -  Z-  sin  5, 


2C 

-f- 


7  =  R  cosô  =  ^-^  yC'  -  Z-  cosÔ, 


et  l'élimination  de  5  et  Z  entre  ces  trois  équations  donnera 
ou  enfin 


équation  d'un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  l'axe  des  Ç,  que  l'on 
peut  appeler  l'ellipsoïde  des  cen  très  orbitaires  de  l'ellipsoïde  donné  A,  B,C 
par  rapport  à  l'axe  C. 

A  chaque  point  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  donné  correspondra  un 
point  de  l'ellipsoïde  que  nous  venons  de  définir,  et,  si  nous  imaginons 
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que  chacun  des  points  du  premier  (PZ.  I  ,fig.  5)  vienne  à  tourner  autour 
de  son  point  correspondant  du  second  avec  une  vitesse  angulaire  £  uni- 
forme et  égale  pour  tous  les  points,  nous  verrons  que  chacune  des 
ellipses  planes  que  nous  avions  déterminées  par  les  sections  perpendi- 
culaires à  l'axe  C,  conservant  exactement  ses  dimensions  et  sa  forme, 
semblera  tourner  autour  de  son  centre  avec  une  vitesse  égale  à  -• 
Dans  ce  genre  de  mouvement  oscillatoire,  l'ellipsoïde  donné  conserve- 
rait donc  sa  forme  extérieure  ;  mais,  bien  que  chacun  de  ses  points  ne 
décrirait  qu'une  orbite  circulaire,  \a  forme  du  corps  semblerait  tour- 
ner uniformément  sur  elle-même  avec  une  vitesse  égale  à  -• 

Enfin  il  est  facile  de  voir  que,  si  nous  imaginions  que  tous  les  points 
des  sections  planes  comprises  dans  l'intérieur  des  diverses  ellipses  ve- 
n;iient  à  tourner  avec  la  même  vitesse  angulaire  î  autour  de  leurs  cen- 
tres orbitaires  respectifs,  toute  la  masse  du  liquide  que  nous  pouvons 
imaginer  former  le  corps  considéré  serait  animée  d'un  mouvement 
oscillatoire  général,  qui  se  traduirait  aux  yeux  par  une  rotktion  appa- 
rente du  corps  demeurant  invariable,  et,  de  plus,  la  loi  d'homogénéité 
serait  rigoureusement  vérifiée  [*]. 

APPLICATIONS     DYNAMIQUES. 

Théorie  djnami(/ue  des  ondes  courantes  dans  un  disque  liquide  compris 
entre  deux  plans  parallèles  voisins  menés  de  chaque  côté  d'un 
grand  cercle  d'un  sphéroïde  liquide. 

Hypothèses.  —  Nous  considérerons  le  cas  d'une  sphère  liquide  sou- 
mise à  la  loi  de  la  gravit;ition  universelle,  c'est-à-dire  dont  toutt-s  les 
parcelles  exercent  les  unes  sur  les  autres  une  attraction  proportion- 
nelle à  leurs  masses  et  réci[)roque  aux  carrés  de  leurs  distances. 

[*]  Tous  les  nioiivemenls  que  nous  venons  de  définir  jouissent  d'une  propriété 
générale  assez  curieuse,  dont  nous  avons  donné  la  démonstration  dans  la  Théorie  mrctt- 
niqtie  de  la  houle: 

Le  centre  de  gravité  d'une  portion  quelconque  de  la  masse  liquide  anuncrdc  ce  mou- 
ve/nent  oscillatoire  décrit  un  cercle  d'un  mouvement  uniforme. 
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Nous  admettrons  en  outre  que  le  canal  est  suffisamment  étroit  pour 
que  l'on  puisse  considérer  les  pesanteurs  comme  égales  et  parallèles 
sur  toute  la  longueur  d'iuie  ligne  traversant  le  canal  ou  pinlôt  le  disque 
liquide  perpendiculaireinent  à  ses  deux  parois. 

Enfin,  nous  admettrons  que  les  rayons  orbitaires  des  molécules  sont 
assez  petits,  relativeuient  au  rayon  de  la  sphère,  pour  que  l'on  puisse 
considérer  la  pesanteur  de  chaque  molécule,  à  chaque  phase  de  ses 
oscillations,  comme  égale  et  parallèle  à  celle  qu'elle  subirait  si  elle  était 
placée  iuimobile  à  son  centre  orbitaire. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  en  appliquant  ces  hypothèses  à  une  sphère 
liquide  de  la  dimension  de  la  Terre,  on  pourrait  encore,  sans  com- 
mettre d'erreur  sensible,  attribuer  aux  ondes  que  nous  étudierons  une 
largeiu'  et  une  hauteur  beaucoup  sui^érieures  aux  dimensions  que 
nous  rencontrons  dans  la  nature,  et  il  est  évident,  par  ailleurs,  que  les 
composantes  ainsi  négligées  sont  encore  sensiblement  inférieures  aux 
foi  ces  passives  qu'on  laisse  de  côté  en  imaginant  le  liquide  sans  visco- 
sité. 

Nous  aurions  pu,  d'ailleurs,  introduire  dans  les  formules  les  vraies 
couiposantes  de  la  pesanteur,  développer  leurs  ex|)ressions  en  fonc- 
tion de  l'épaisseur  du  canal  et  du  rayon  orbitaire  des  ondes,  et  remar- 
quer que,  ces  quantités  étant  très-petites,  nous  pouvions  négliger  les 
ermes  où  elles  entrent  à  la  deuxième  puissance;  mais  cette  manière  de 
procéder  compliquerait  l'anal)  se  sans  rien  ajoutera  la  rigueur  des  dé- 
ductions. Les  plus  hautes  ondes  de  la  mer  n'atteignent,  en  effet,  jauiais 
(les  hauteurs  supérieures  à  ii  mètres,  et  ces  hauteurs  mesurées  de 
crêtes  en  creux  correspondent  à  des  rayons  orbitaires  superficiels 
deS^jSo. 

Il  résulte  des  hypothèses  que  nous  venons  d'exposer  que  toutes  les 
forces  agissant  dans  les  diverses  franches  minces  du  disque  liquide 
considéré  seront  les  mêmes  que  celles  qui  agissent  dans  la  tranche- 
mince  qui  coïncide  avec  le  grand  cercle  de  la  sphère,  et  que,  pour 
les  forces  comme  pour  le  mouvement,  nous  pourrons  nous  borner 
à  étudier  ce  qui  se  passe  dans  la  surface  d'une  section  droite  du 
disque. 

Soit  donc  A  le  rayon  de  la  circonférence  extérieure  guide  du  disque 
hypocycloïdal  considéré,  H  le  rayon  orbitaire  de  ses  ondes  siq)erfi- 
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cielles,  et  prenons  les  équations  connues  du  mouvement 


(12) 


X  =  Rsin'5  —  H  ('^ysin(?25  —  sf), 
Y  =  Rcos{/+II  ('jycos(/2;--  Et); 


soit  G  l'intensité  de  la  pesanteur  sur  les  molécules  superficielles. 

La  surface  libre  doit  èlre  surlace  de  niveau. 

A  l'instant  /,  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  est  donnée  par 
le  rapport 


rfY 
7/9 

77Ô 


au  point  occupé  |ku-  la  molécule  qui  a  pour  cooi'données  orbitaires  A  el  0. 
Les  composantes  de  l'accélérati-on  totale  seront 

r/-'X  ,r-Y 

lit-  fit' 

celles  de  la  pesanteur 

—  GsinS,      -Gcos5. 

Pour  que  la  surface  libre  soit  surface  de  niveau,  il  est  nécessaire  que 
la  résultante  de  l'accélération  totale  et  d'une  accélération  égale  et 
contraire  à  G  soit  normale  à  cette  surface  ;  cette  condition  s'exprimera 
donc  par  la  rela/ion 

dX  r/'X         „     .     , 

— -  -; f-  G  sin  9 

dh  dt' 


-—  -—-  +  Gcos9 

f/9  dt- 


dX 

—  =  -  AsinJ  —  nH5in(/i5  —  £^), 

f/X 

— -=  XcosO  —  Ti\lco?,{nQ  —  Et), 

d'X  n  ,1      ■       ,       r 

dt'  ^                     '' 

-^  —  —  £-Hcos(n5  —  st). 
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L'express'on  précédente,  après  la  substitulion  de  cps  valeurs  ;'i  -jr-i 

WY    d'X    r/'Y      ,     .       , 
—  ;  — !  — !  deviendra 
rtù      (il-        do 

—  Asinô  —  «Hsinl/zO  —  £<)  s'IIsin  («Ô  —  s?)  -f- Gsinfl 


A  cos  6  —  «  U  cos  n'j  —  il',  —  s=  H  tos  «  9  —  tt    -^  G  cos  h 

effecliiant  les  c  ilcids  el  simplifiant,  il  restera 

ou 

f   i\  ,        G// 

condition  remarquablement  simple. 

Le  paramètre  i  était  le  seul  que  nous  eussions  conservé  indéterminé 
dans  les  équations  (12)  ;  ces  équations  seront  désormais  complètement 
définies  sous  la  forme 

X  =  Rsin5-H(5j"sin(n5^-y/Ç.), 
Y  =  Rcos5  H-  Il  (5)"cos('«5  -  J~  A 

Nous  allons  voir  que  les  conditions  dynamiques  du  mouvement 
seront  remplies  dans  la  masse  lorsqu'elles  le  sei'ont  à  la  surface  libre. 

Soient,  en  effet, R  et  5  les  coordonnées  orbitaires  d'un  point  intérieur 
de  la  masse,  g  l'accélération  de  la  pesanteur  en  ce  point.  Le  sphéroïde 
étant  supposé  liquide  et  par  suite  homogène,  on  sait  que,  si  l'on  ap- 
pelle R  et  A  les  distances  de  deux  |)oints  quelconques  au  centre,  on  a 

R         A  L   -'  ' 

[*]  Cette  loi  n'est  évidemment  rigoureuse  que  dans  le  cas  où  la  masse  liquide  serait 
tout  à  fait  sphériqiie,  où  les  niolccules  seraient  toutes  concentrées  à  leurs  centres  orbi- 
taires propres,  et  l'on  sait,  du  reste,  que  cela  n'est  pas  rigoureusement  possible,  puisque 
la  sphère  primitive  aurait  un  rayon  plus  faible  que  A;  mais  le  véritable  rayon  ne  dif- 
fère de  A  que  d'un  infiniment  petit  de  l'ordre  de  ceux  que  nous  avons  négligés  dans 
nos  hypothèses. 

1  2.. 
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par  suite,  on  ;i 


!r/2  G  'I 


Cette  condition  est  |)récisément  celle  qui  exprime  que  tons  les  points 
de  l'hypocycloïde  correspondant  au  cercle  R  se  meuvent,  comme  ceux 
de  la  surface  libre,  sur  une  surface  de  niveau. 

Loi  (le  la  pression  dans  la  masse.  —  On  le  verrait,  du  reste,  en  po- 
sant 

,ll>  _  dp  (IX        dp  dY 

rf9   ~  ,/X  'dfJ  '^'  dY   m' 

et  comme  on  sait,  appehint  o  la  densité  du  licpiide. 

el  par  suile,  eu  substituant, 

dp  ^^/'""X  .     AdX         (d'Y  /,\'/Y'1 

nous  venons  de  voir  que  le  terme  entre  crochets  était  identiquement 
nul  quand  on  avaU  £-  =    -■ 

Pour  trouver  la  loi  de  croissance  des  pressions  en  fonction  (lu 
rayon  R,  nous  prendrons  la  forauile 

dp    _  dp  dS.         dp  dY 
TIÎX  '^  dX  TlK  '^  dY  7/\i  ' 

or  on  a,  en  dilïérentiant  les  équations  par  rapport  à  H, 

— -  =   sm& tV'     '  SUl(7i7  —   Et  •. 

dl\.  A" 

dY  ,  «t-î  „„     ,  ,      ,  , 

■  --  =  cosv  -i R"'  '  cos[JiS  —  i/j. 
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eLt'ii  reiniilacant  --_)  -tt;,  -r-,  -—  par  leurs  valeurs,  il  viendra 

'         '  rIX.      rll      dl\      flK    1 

-  r  -  £=  H  (jYcos{,iO  -  it)  +  g-cosS  I  TcosS  +  '—  il"'-')cos(»5  -  c^)  1  ; 

effectuant  les  calculs, 

+  £-H  (  -  j      CCS (7/5  —  £^)cos5  —  sin(»5  —  i^sinô 

-^-^^^-"-^  -  S  -"-^^'"-'^[cos^nO  -  it)co%0  -  sin(«5  -  cOsin^], 

et,  si  1  on  remarque  que  r  -—  '— >  il  restera 


ou  enfin 


«'./k-"â^'^' 


et  en  inteerant 


1^  =  „!1^;r-'-Lr, 

0  dK  A"'  « 


La  constante  se  déterminera  parla  condition  de  pression  V  de  la  sur- 
face libre, 

d'où 


0  0.  in 


et  par  suite 
ou 
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Considérons  maintenant  le  cas  où  la  sphère  liquide  serait  animée 
d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  disque 
que  nous  avons  envisagé,  et  où  cette  rotation  serait  assez  lenle  pour 
que  la  déformation  du  sphéroïde  qui  en  résulterait  n'altérât  pas  les  at- 
tractions propres  [*]  de  chaque  molécule,  en  d'autres  termes,  pour  que 
l'ellipsoïde  de  révolution  dont  le  sphéroïde  affecterait  la  forme  différât 
|)eu  de  la  sphère. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  l'on  appelait  oj  la  vitesse,  comptée  dans 
le  même  sens  que  les  angles  C,  de  la  rotation  du  sphéroïde,  c'est-à-dire 
la  vitesse,  par  rapport  à  des  axesimmohiîes  dans  l'espace  absolu,  d'axes 
par  rapport  auxquels  le  mouvement  oscillatoire  aurait  pour  équations 
les  équations  (12),  les  équations  du  mouvement  par  rapport  aux  axes 
fixes  prendraient  la  forme 

X  =  Rsin(5  -i-  wl)  —  H  (-j  sin[/i5  —  (o  -hi)t], 

('4)  ]  ,j^.„ 

[  Y  =  R  cos(6  -1-  ut)  +  H  (  -  )  cos[«5  —  (oj  -t-  e)  t],- 

ou,  pour  la  surface  libre, 

X  =  Asin(^  +  (,it)  —  Hsin[M£/  —  (w  -t-  î)t], 
Y  ==  Acos(6  4-  wi)  4-  Jlcos[nO  -  {m  -h  s)t], 

dans  lesquelles^  continuerait  à  représenter  l'angle  du  rayon  vecteur 
du  centre  orbitaire  du  point  considéré  avec  l'axe  mobile  des  Y  par  rap- 
port auquel  cet  angle  re^te  constant. 
Nous  tirerons  de  ces  équations 

-,-  =       Acos(5  -h  Oit)  —  iiHcos[n9  —  (w  +  a)^], 

c/Y 

■^  =  —  A  sin(6  -+-  <x)t)  —  «Hsin[?2  6  —  (cj  -1-  s)i]. 


[*\  Par  attracùon  propre  nous  entendrons  ici  laUraction  newtonienne;  cette  attrac- 
tion se  combinera  nécessairement  à  la  force  centrifuge,  et  ce  sont  précisément  les  nio- 
dilications  apportées  aux  formules  par  l'influence  de  cette  dernière  force  ipie  nous 
allons  faire  connaître. 
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et  en  outre 

—  =       A  (i)Cos(5  +  'àt)  -+-  H  (w  •+-  î)cos[7i0  —  (w  +  e)i], 

—  =  —  k  t,)  sin(S'  H-  oj/)  +  H(w  +  î)s\n[nO  -   (w  -!-  s);!], 
pf  enfin 

-y^  =  —  A  w=sin(9  -H  0)/)  +H(w  +  2)-siiir«Ô  —  (  ro  H-h)<], 
-—  =  —  A  'j-cos(5  +  (Jit)  —  H  (w  +  £)''cos[«5  —  (w  H-  c)«j, 

et  si  nous  appelons  G  l'attraction  aljsolue  exercée  par  le  s|ihéroi(le  siu' 
chacun  des  points  de  la  surface  libre,  et  en  remarquant  que  cette  at- 
traction, dirigée  constamment  par  hypothèse  suivant  le  rayon  vecteur 
du  centre  orbitaire,  fait  avec  l'axe  des  Y  un  angle  égal  à  (ô  +  '„l),  la 
condition  pour  que  la  surface  libre  i-oit  surface  de  niveau  sera  exprimée 
par  la  relation 

f/X  rf=  X        „  , 

tlO  lit'  ^  ' 

posant,  pour  simplifier, 

B  -h  'Jit  =  f, 

tiO  ■—  {'j)  -\-  c)  t  =  n, 

et  effectuant  les  calculs,  on  trouverait 

[fiA  w-  -I-  A(oij  -h  s)-  —  Gn]  sin{n  -h  'f)  —  o, 
ou 

\[nr,)-  H-  (w  +  s)-]  A  —  Gr7\s\n['ji  -\-  i  )  0  —  il]  =  o, 

relation  qui  ne  peut  être  vérifiée  à  tous  les  instants  du  mouvement  (jue 
si  l'on  a  identiquement 

[«&j=  4-  («  +  si']  A  =  G/î, 
ou 

(oj  +  h)-  A  =  'G  —  V)-  A  )  n. 
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Et  si  nous  appelons  c,  la  vitesse,  par  rapport  aux  axes  fixes,  de  la 
rotation  des  ravons  orbitaires  de  chacune  des  molécules  de  la  masse, 
et  G,  la  pesanteur  apparente  an  point  occnpé  par  son  centre  d'oscil- 
lation, nous  aurons 

c,  =  w  -i-  s, 
G,  =G  -  or  A. 

el  la  formide  que  nous  venons  d'élahlir  prendra  la  forme 

('5-  '.  ^--a' 

formide  identique  à  celle  que  nous  avions  obtenue  flans  le  cas  du  mou- 
vement absolu  [*] . 

Remarque.  —  Les  conditions  dynamiques  exprimées  par  les  rela- 
tions (  i3)et  (  i5)  auraient  pu  être  établies  par  desdéau)nslrHtions  géo- 
méU'iques  basées  sur  la  méthode  des  tangentes  de  Roberval  et  sur  les 
régies  simples  de  la  composition  des  accélérations. 


applications. 

1°  Sphéroïde  liquide Jixe.  —  En  remplaçant  dans  les  équations  (12) 
Ut  quantité  £  par  sa  valeur  (i3),  les  équations  générales  ilu  mouve- 
ment oscillatoire  hypocycloïdal  dans  un  disque  liquide  relativement 
étroit  ont  pris  la  forme 

X  =  Rsin6-H  i^y  sinf/iS-  \/^  "' 
et 

Y  =  R  cos(5  +  n  (5y'c„.  ('„  5  -  y^^J  ut  ]  ; 


[*]  Néanmoins  il  importe  de  remarquer  ici  que  la  vitesse  de  propagation  des  ondes 
par  rapport  à  un  observateur  entraîne  jjar  le  sphéroïde  serait 


ou  enfin 


/On 

Vit 
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le  mouvement  sera  donc  complètement  défini  pour  un  sphéroïde  donné 
par  les  quantités  A  et  G  et  par  les  valeurs  attribuées  aux  paramètres  H 
et  «;  et  il  importe  de  ne  pas  oublier  que  nous  avons  supposé  H  très- 
petit  par  rapport  à  A  et  que  7i  est  un  nombre  entier. 

La  quantité  H  représente,  comme  on  sait,  la  demi-hauteur  des  ondes 
estimée  sur  le  rayon  ;  quant  au  paramètre  n,  sa  nature  rendrait  sa 
mesure  directe  impossible  à  un  sprctateur  du  phénomène,  et  il  est 
préférable,  dans  les  applications,  de  le  transformer;  nous  avons  vu 
qu'en  appelant  0  la  demi-amplitude  angulaire  des  ondes  on  avait 

0  =  !      d  ou      71  =  . 

«  +  I  0 

ou  bien,  si  nous  appelons  L  la  demi-longueur  de  l'arc  de  grand  cercle 
(le  la  sphère  occupé  par  chaque  onde, 


La  forme  des  ondes  est  donc  entièrement  déterminée  quand  on 
connaît  la  demi-hauteur  H  et  la  demi-longueur  L  ;  et  le  paramètre  H 
est  astreint  à  la  condition 

H<p,     ou     H<^,     ou     H<"^~^ 


A  ^       LA 

qui  exprime  que  l'hypocycloïde  est  une  hypocycloïde  accourcie. 

Enfin  nous  allons  voir  que,  pour  que  le  mouvement  soit  possible  au 
point  de  vue  dynamique,  il  faut  que  ces  ondes  se  propagent  sur  le 
grand  cercle  avec  une  vitesse  déterminée,  fonction  des  paramètres  de 
l'hypocycloïde. 

La  vitesse  angulaire  de  propagation  est  égale,  comme  nous  l'avons 

vu,  à 1  et  l'on  a 

/<  -f-  I 

/~ô7i 
la  vitesse  angulaire  de  propagation  sera  donc  égale  à 


0       /On 
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et  la  vitesse  linéaire  à 

A© 


tT   V  AL  "~   y     i:  tt^a' 

Etifiii,  si  nous  appelons  T  la  demi-période  des  oscillations,  on  aurait 


V  V    G{ir, 


AL 


•>."  Sphéroïde  liquide  animé  d'un  mouvement  de  rotation  autour 
d'un  axe  perpenriiculaire  au  plan  du  disque  liquide  considéré.  —  Nous 
appliquerons  cette  étude  au  cas  d'un  canal  liquide  pénétrant  la  Terre 
jusqu'à  son  centre  et  compris  dans  la  zone  équatoriale. 

En  définissant,  comme  dans  le  cas  précédent,  la  forme  des  ondes 
du  canal  par  leurs  paramètres  H  et  Ij,  ces  paramètres  seraient  natu- 
rellement encore  liés  entre  eux  par  la  relation 

frA  —  L  , 

— - —  :=  nombre  entier. 


Nous  allons  faire  voir  que,  comme  dans  le  cas  précédent,  les  ondes  se 
propageraient  avec  la  même  vitesse  suivant  que  le  sens  de  la  propaga- 
tion sera  dirigé  vers  l'est  ou  vers  l'ouest. 

En  appelant  G,  la  pesanteur  apparente,  oj  la  vitesse  de  rotation  de  la 
Terre  et  ê  la  rotation  orbitaire  des  molécules  par  rapport  à  un  obser- 
vateur entraîné  dans  le  mouvement,  nous  avons  trouvé  plus  haut  (i5) 

G,« 

(w  +£)-  =  —-; 

^  A 

£  étant  cousitléré  conune  positif  quand  les  ondes  se  propagent  dans  le 
tnème  sens  que  &),  c'est-à-dire  vers  l'est,  nous  aurons  pour  les  deux 
cas 

1°  Propagation  des  ondes  vers  l'est £  =  i/  ~  —  «; 


2"  »  ))  vers  l'ouest...  j  =  oj  —  \/  — 

V    '' 
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Ces  deux  quaiitilés  sont  égales  à  des  signes  contraires  ;  il  en  résulte 
donc  que  les  vitesses  des  prop;igations  seront  égales. 

La  vitesse  angulaire  de  propagation  serait  — '- —  et  la  vitesse  linéaire 

Ae 


et  par  conséquent 


sj^ 


En  remplaçant,  dans  cette  formule,  G,  par  la  valeur  de  l'accéléra 
tion  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  Terre,  w  par  la  vites^e  angulain: 
de  la  rotation  diurne,  A  par  la  valeur  du  rayon  de  la  Terre  à  l'équa 
teur,  et  enfin  -  par  sa  valeiu'  connue,  nous  aurions  l'expression  de  I; 
vitesse  de  propagation  des  ondes  en  fonction  de  leur  demi-longueur  L 

Et  si  nous  considérions  des  ondes  telles  que  leur  longueur  L  ne  dé 
passât  pas  quelques  centaines  de  mètres,  on  verrait  aisément  que  cette 
expression  se  réduirait,  avec  une  très-grande  approximation,  pour  1 
Terre,  à 


s/'^ 


formule  que  nous  trouverons  dfins  quelques  lignes  pour  le  cas  de  la 
houle  trochoïdale. 

Enfin  il  importe,  avant  de  terminer,  de  rappeler  que  toute  la  théo- 
rie djnainiqiic  qui  précède  est  basée  sur  l'hypothèse  que  le  rayon 
orbitaire  H  des  molécules  superficielles  est  assez  faible  pour  que  l'on 
puisse  admettre  que  l'action  de  la  Terre  sur  chacune  d'elles  soit  à 
cliaque  instant  la  même  que  si  la  molécule  se  trouvait  à  son  centre 
orbitaire;  on  voit  aisément  que,  dans  le  cas  actuel,  la  valeur  de  H 
pourrait  être  portée,  sans  altérer  les  conséquences  de  la  théorie,  à  plu- 
sieurs centaines  de  mètres,  c'est-à-dire  à  une  dimension  de  beaucoup 
supérieure  à  celle  des  ondes  que  nous  rencontrons  dans  la  nature. 

En  outre,  on  remarquera  que  nous  avons  supposé  que  le  canal  équa- 
torialque  nous  avons  considéré  s'étendait  jusqu'au  centre  delà  Terre 
et  que  cette  hypothèse  était  nécessaire  à  la  continuité  ;  mais  on  recon- 

[*]  On  a  en  effet,  ajiproximativenicnt,  pour  la  Terre, 

GiL'  G|  L'  wL  L 
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naît  facilement  que  la  loi  de  décroissance  des  rayons  orbitaires  des 
molécules  liquides  en  fonction  de  la  profondeur, 

est  extrêmement  rapide,  et  que,  par  suite,  ce  mouvement  est  très-faible 
à  des  profondeurs  encore  voisines  de  la  surface  libre,  et  enfin  que  les 
influences  négligées  en  supposant  un  canal  de  quelques  centaines  de 
mètres  de  profondeur  seraient  encore  d'un  ordre  beaucoup  inférieur 
à  celui  de  la  viscosité,  qui  a  été  laissée  également  de  côté. 

Application  à  la  houle  tiochoïdale.  —  Comme  dernière  application, 
il  est  intéressant  de  déduire  de  la  théorie  qui  prtcède,  en  fais-ant  A  =  co 
par  rapport  à  H  et  à  L,  la  théorie  de  la  houle  Irochoïdale,  qui  fait  de- 
puis quelques  années,  en  France  et  en  Angleterre,  l'objet  de  l'étude 
des  personnes  qui  s'occupent  de  la  science  du  navire. 

Loi  de  continuité  ou  d'homogénéité.  —  La  loi  d'homogénéité  a  été 
exprimée  par  la  formule 


'■  =  "a 


ou 


>■(? 


A— L 
T 


Dans  !e  cas  de  A  =  »  ,  cette  formule  prend  une  forme  illusoire  ; 
mais,  si  nous  reprenons  l'équation  différentielle  de  laquelle  cette  rela- 
tion a  été  tirée,  nous  avons 

clr  r         r         Txr 

rfR~"R~p~X' 

et,  en  prenant  pour  coordonnée  Z  la  distance  du  centre  orbitaire  de 
chaque  point  à  l'horizontale  des  centres  orbitaires  de  la  surface  libre, 
on  aura 

f/R  =  —  dz, 
d'où 

tir  Tz  r 

7z~   "  T 
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OU 

-  =  -  -  ch 
et  enfin 

r=:Hp\     ^'  (formule  connue). 

Condition  dynamique.  —  Celle  condition  est  exprimée  por  la  rela- 
tion 

.2  _  IZ!  _  ? 
R  ?' 

d'où  nous  tirons 

s-  =  ^  (formule  connue). 

Ligne  du  nii'cau  priniitij.    —   Nous   avons   trouvé   pour  rayon  du 
cercle  dont  la  surface  égale  celle  de  i'hypocycloïde 

Aj  =  A-  -  n\\-, 
d'où 

A-  —  A-  =  «H-  =  — 


A  -  A.  = 


(A  +  A,)L 


(-x)' 


et,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  —  =  i  pour  H  constant  et  A  :=  oo  ;  on 
a  donc,  en  appelant  Ç  l'ordonnée  de  la  ligne  de  niveau  primitif  au- 
dessous  de  la  ligne  des  centres  orbitairrs  des  molécules  de  la  surface 
libre, 

'Ç  =  — -  (formule  connue). 

C'est,  comaîe  on  sait,  la  moitié  de  la  hauteur  du  point  d'inflexiou 
de  la  trochoide  au-dessus  de  la  ligne  des  cenlres  orbiîaires. 

f^itesse  de  propagation.  —  Enfin  on  trouverait  aussi  facilement 


I02  ,  Guyot'. 

Période  des  ondes.  —  Et 


^' 


(formules  connues' 
G 


On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  la  théorie  de  la  houle  trochoïdale 
ne  peut  être  considérée  que  comme  une  première  approximation  dans 
l'étude  du  phénomène  des  on.les  courantes  sur  la  sphère  terrestre, 
puisqu'on  y  néglige  à  la  fois  la  rotondité  de  la  Terre,  son  mouvemeni 
de  rotation  et  les  variations  de  la  gravité  avec  la  profondeur. 


Théorie  de  l'onde  de  marée  produite  sur  un  sphéroïde  liquide  par  un 
astre  éloigîié. 

Avant  d'entreprendre  l'explication  dynamique  du  phénomène,  il  est 
indispensable  d'ajouter  quelques  développements  à  l'étude  de  la  Ciné- 
matique des  déformations  oscillatoires  d'une  surface  plane  hypocy- 
cloïdale,  dans  le  cas  particulier  où  rhypocycloïde  est  une  ellipse. 

On  sait  qu?,  dans  ce  cas,  les  équations  du  mouvement  prennent  la 

forme 

X=  RsiiiC  -  II-  sin'5  -  st), 
A 

Y  =  RcosC  H-  H  -  cos!  5  —  et). 

A 

Si  l'un  élimine  R  entre  ces  deux  équations,  on  trouvera  une  équation 
du  premier  degré  qui  représentera  à  chaque  instant  une  ligne  droite 
passant  par  l'origine.  On  sait  que  cette  ligne  est  ce  que  nous  avons 
appelé,  dans  le  cas  général,  un  rayon  curviligne  de  l'hypocycloïde,  et 
l'on  voit  aisément  que  l'équation  de  celte  ligne  représentera,  si  l'on 
fait  varier  t,  le  mouvement  oscillatoire  d'une  droite  qui  joindrait  con- 
stamment l'origine  à  un  point  qui  parcourrait  d'iui  mouvement  uni- 
forme l'orbite  d'une  molécule  superficielle. 

Si  l'on  éliminait  5,  au  contraire,  l'équation  résultante  représenterait  à 
chaque  instant  une  ellipse  de  même  forme  et  de  même  dimension  à  tous 
les  instants,  mais  qui  semblerait  animée  d'un  mouvement  de  rotation 
uniforme  égal  à  -  autour  de  son  centre. 
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hajig.  5  de  la  PL  /re|)résente  dans  deux  positions  différentes  l'el- 
lipse extérieure  sur  cette  figure  :  chacun  des  points  a  décrit  autour  do 
son  centre  orbit^iire  un  arc  de  80  degrés,  et  rdlipse  a  pris  une  posi- 
tion inclinée  de  4°  degrés  sur  la  première.  Les  ellipses  intérieures 
seraient  soumises  à  des  déformations  semblables. 

La  bande  liquide  comprise  entre  deux  lignes  de  molécules  corres- 
pondant à  deux  valeurs  voisines  de  5,  ô  et  5  +  r/5,  prendrait  les  mou- 
vements oscillatoires  représentés  par  les  Jig.  6  et  7  de  la  PL  J^  et  la 
fig.  6  représente  en  MjM'  NN',  I\I,  M',  N,  IN',  et  M,  M'^  N,  N'o  les  défor- 
mations et  les  oscillations  périodiques  du  parallélogramme  élémentaii  c 
compris  entre  les  quatre  points  qui  ont  leurs  centres  orbitaires  définis 
parR,  R  +  r/R,  îet  5  -h  f/5. 

Imaginons  maintenant  que  nous  prenions  une  masse  liquide  affectant 
la  forme  d'un  ellipsoïde  do  révolution  et  que  par  l'axe  de  cet  ellipsoïde 
nous  fassions  passer  un  plan  ;  imaginons  en  outre  que  nous  déterminions 
danscet  ellipsoïde,  par  des  plans  parallèles  à  ce  dernier  et  très-voisins, 
des  sections  elliptiques  semblables  ;  à  chacun  des  points  de  chacune  des 
ellipses  considérées  correspondra  nécessairement  dans  son  plan  \\n 
centre  orbitaire,  el,  dans  chaque  ellipsesupposée  animée  du  mouvement 
oscillatoire  hypocycloïdal,  les  molécules  qui  se  trouvaient  à  un  instant 
sur  un  même  rayon  continueront  à  s'y  trouver  à  fous  les  instants;  par 
suite,  si  nous  venions  à  tracer  dans  le  corps  l'axe  compris  dans  le  plan 
équatorial  et  perpendiculaire  aux  plans  sécants,  et  que  par  cet  axe  nous 
venions  à  faire  passer  des  plans  faisant  entre  eux  de  petits  angles  dO, 
toutes  les  molécules  liquides  comprises  à  un  instant  donné  dans  l'un 
d'eux  continueraient  à  rester  dans  un  plan,  et  les  onglets  détachés  par 
ces  plans  dans  la  masse  seraient  soumis  à  des  déformations  et  à  des  os- 
cillations périodiques  représentées  pour  toutes  les  sections  droites  par 
les^^.  5  et  6  de  la  PL  I. 

Enfin,  chacune  des  trnnches  minces  comprises  dans  chaque  onglet 
entre  deux  sections  droites  conserverait  même  surface  de  base  et  même 
hauteur;  leurs  volumes  seraient  donc  constants. 

Le  mouvement  oscillatoire  général  jouirait  donc  de  la  propriété  d'ho- 
mogénéité, et  il  se  traduirait,  aux  yeux  de  l'observateur  immobile,  par 
le  roulement  de  la  protubérance  du  sphéroïde  autoiu-  d'un  axe  perpen- 
diculaire au  plan  primitif  mené  par  l'axe  de  révolution. 
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Étude  dynamujne.  — On  sait  que,  si  l'on  considère  une  masse  liquide 
dont  toutes  les  parties  sont  soumises  à  la  loi  de  la  gravitation,  et  isolée 
dans  l'espace,  celte  niasse  prend  la  forme  d'une  sphère  parfaite,  et,  si 
l'on  suppose  que  cette  masse  vienne  à  être  l'objet  de  l'attraction  d'un 
astre  éloigné,  elle  prendra  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution 
allongé  vers  ses  pôles,  dont  l'axe  serait  diiigé  vers  l'astre  en  question. 
(Cela  n'est  exactement  vrai,  comme  on  le  sait,  qu'à  la  condition  de  sup- 
poser l'astre  assez  éloigné  pour  que  l'on  puisse  considérer  les  actions 
qu'il  exerce  sur  toutes  les  parcelles  de  la  masse  comme  parallèles,  et  de 
supposer,  en  outre,  la  déformation  assez  petite  pour  que  l'on  puisse  né- 
gliger les  modifications  de  l'attraction  totale  du  sphéroïde  sur  chaque 
molécule.) 

Si  nous  imaginions  maintenant  que  l'astre  se  mit  à  tourner  autour 
du  centre  du  sphéroïde,  nous  voyons  aisément  que,  pour  que  dans  cha- 
cune de  ces  positions  la  masse  liquide  fût  en  équilibre,  il  faudrait  qu'elle 
présentât  sa  protubérance  à  l'astre  à  chaque  instant;  et,  par  suite,  si 
nous  supposions  que  l'astre  décrivît  son  orbite  en  vingt-quatre  heures, 
on  obtiendrait  l'effet  dont  il  s'agit  en  imaginant  que  chacune  des 
molécules  de  la  masse  fût  animée,  autour  de  son  centre  orbitaire,  d'une 
vitesse  de  rotation  égale  au  double  de  la  précédente,  c'est-à-dire  telle 
qu'elle  décrivît  son  orbite  en  douze  heures. 

Pour  que  ce  mouvement  fût  possible  au  point  de  vue  dynamique,  il 
faudrait  que,  à  chaque  instant,  les  forces  d'inertie  de  chaque  molécule 
fissent  équilibre  aux  actions  qu'elle  éprouve  à  la  fois  de  la  part  du  sphé- 
roïde, de  l'astre,  et  du  liquide  qui  l'entoure,  et  comme,  d'ailleurs,  nous 
avons  vu  que  ces  dernières  forces  se  faisaient  précisément  équilibre,  à 
l'état  statique  il  faudrait  que  les  forces  d'inertie  et  les  modifications 
éprouvées  par  les  pressions  fussent  rigoureusement  nulles,  ce  qui  n'est 
pas  ici. 

Néanmoins,  en  ne  sortant  pas  de  la  limite  des  approximations  qu'on 
a  eues  pour  objet  dans  ce  problème,  on  verrait  aisément  que  ces  quan- 
tités pourraient  être  négligées  par  rapport  aux  forces  en  jeu,  lorsque, 
comme  dans  le  cas  de  la  Terre  et  de  la  lAUie,  la  protubérance  du  sphé- 
roïde est  très-faible  par  rapport  au  rayon,  et  que  le  mouvement  angu- 
laire de  l'astre  attirant  est  suffisamment  lent. 
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Sphéroïde  liquide,  anime  d'un  mouvement  de  rotation  sur  lui-même. 

Eli  faisant  les  mêmes  hypothèses  que  dans  le  cas  précédent,  on  dé- 
montrerait de  la  même  manière  qu'un  sphéroïde  liquide  animé  d'un 
mouvement  de  rotation  sur  lui-même,  soumis  à  l'influence  d'im  astre 
éloigné  situé  dans  le  plan  de  son  équateur,  a  pour  forme  d'équilibre  un 
ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  dont  le  grand  axe  est  dirigé  sur  l'astre 
attirant. 

Si  nous  menions  à  un  instant  donné  l'équateur  du  sphéroïde  [*]  et 
une  série  de  plans  sécants  parallèles  à  lui,  et  que,  considérant  chacune 
des  sections  elliptiques  déterminées,  nous  supposions  chacune  d'elles 
animée  du  mouvement  oscillatoire  que  nous  avons  défini,  et  tel  que  la 
vitesse  de  rotation  orbitaire  soit  égale  au  double  de  la  rotation  diurne  m 
et  dans  le  sens  opposé  à  cette  vitesse,  nous  verrions  immédiatement 
que  le  sphéroïde  se  déformerait  dans  son  mouvement,  de  manière  à 
présenter  sans  cesse  sa  protubérance  à  l'astre  attirant-et  affectant  con- 
slanunent  par  rapport  à  ce  dernier  sa  forme  d'équilibre. 

Et  si  l'astre,  au  lieu  d'être  immobile,  était  animé  d'un  mouvement 
propre  ii,dans  le  plan  de  l'équateur,  en  faisant  £  =  2  (co  +  Q),  le  même 
phénomène  se  produirait,  et  ici,  comme  dans  le  cas  précédent,  il  est 
aisé  de  voir  que  les  forces  d'inertie  peuvent  être  considérées  comme 
négligeables  par  rapport  aux  forces  enjeu  sur  chaque  molécule,  dans 
les  circonstances  où  la  protubérance  elliptique  est  assez  faible  et  où 
le  mouvement  de  rotation  s  est  suffisamment  lent  [**]• 

Les  circonstances  dans  lesquelles  nous  nous  sommes  placés  sont,  à 


[*]  Cet  équateiu'  est  ici  un  des  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  qui  passe  par  le 
grand  axe. 

[**]  On  voit  aisément  que  les  deux  questions  qui  précèdent  sont  traitées  rigoureuse- 
ment au  point  de  vue  cinématique  pur,  et  que  les  appréciations  qui  les  accompagnent 
au  point  de  vue  dvnamique  sontbasées  sur  ce  principe  général  d'Hydrodynamique,  que, 
dans  un  liquide  dont  les  dernières  parcelles  sont  animées  de  mouvements  très-lents, 
c'est-ù-dire  tels  que  les  vitesses  et  les  forces  d'inertie  soient  très- faibles  relativement 
aux  forces  extérieures  en  jeu,  on  peut,  dans  l'étude  dynamique  du  mouvement,  né- 
Journ.  de  Math.  (3»  série),  tome  V.  —  Maus  1879.  l4 


Io6  GUYOU.    —   CINÉMATIQUE    ET    DYNAMIQUE,    ETC. 

la  vérité,  trop  éloignées  de  celles  dans  lesquelles  se  trouve  la  Terre, 
pour  que  la  théorie  qui  précède  soit  directement  applicable  à  l'étude 
du  phénomène  des  marées  ;  néanmoins,  elle  permet  de  voir  comment 
l'onde  peut  se  transporter  dans  les  grands  océans  sans  produire  de 
courant,  et  par  un  déplacement  orbitaire  très-lent  et  de  moins  d'un 
mètre  d'amphlude  de  toutes  les  molécules  liquides. 

gliger  les  résistances  passives  et  attribuer  au.\  pressions  les  valeurs  qu'elles  auraient  si 
la  masse  considérée  était  immobile  sous  raction  de  ces  forces  extérieures. 

Cette  dernière  propriété,  moins  évidente  que  la  précédente,  ressort  immédiatement 
des  équations  connues 

j  ~  =^-  u', 

-  —  =  Z  —  <f  , 
a  dz 

dans  lesquelles  il  suffît  de  faire  «',  c',  »'  nuls  pour  retrouver  les  équations  de  l'Hydro- 
statique. 


LEGENDE  DE  LA  PLANCHE  I. 

Fig.  3.  —  I,  2,  3,  4i  5,  6.  Formes  diverses  affectées  par  un   même  parallélogramme   élémentaire 

pendant  le  passage  de  l'onde. 
Fig.  4.  —  I.  Position  de  la  bande  liquide  au  moment  du  passage  de  la  crête; 

3.  »  au  moment  du  passage  du  creux; 

2,  4-  Positions  intermédiaires  sur  l'un  et  l'autre  revers  de  l'onde. 
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De  V emploi  de  la  Géométrie  pour  résoudre  certaines  questions 
de  moyennes  et  de  probabilités  ; 

Par  M.  L.  LALANNE, 

Inspecleur  général  des  Ponts  et  Chaussées. 


î.  Dans  le  nombre  injini  de  triangles  possibles  dont  les  côtés  ne  sont 
assujettis  qiià  la  condition  d'être  compris  entre  deux  limites  connues 
a  et  b,  quelles  sont  les  valeurs  moyennes  des  trois  côtés,  rangés  préala- 
blement par  ordre  de  grandeur  ? 

Telle  est  la  question  à  laquelle  on  est  conduit  lorsque  l'on  cherche 
si  quelque  loi  a  présidé  à  la  distribution  des  agglomérations  de  popti- 
lation  de  même  ordre  à  la  surface  d'un  territoire;  car,  si  par  exemple 
il  existait  une  tendance  de  natin-e  à  placer  ces  agglomérations  à  des 
distances  égales  les  unes  des  autres,  malgré  les  inégalités  très-appa- 
rentes qui  existent  entre  quelques-unes  de  ces  distances,  les  moyennes 
des  plus  petits,  des  moyens  et  des  plus  grands  côtés  des  triangles  formés 
en  joignant  deux  à  deux  les  centres  de  population,  de  manière  à  cou- 
vrir le  territoire  d'un  réseau  de  mailles  triangulaires,  différeraient 
assurément  d'une  manière  notable  îles  moyennes  calculées  dans  l'hy- 
pothèse où  tous  les  triangles  auraient  élé  également  possibles. 

2.  Cette  question,  qui  présente  ainsi  un  double  intérêt,  au  point  de 
vue  qu'Ampère  appelait  toporistique,  comme  au  point  de  vue  purement 
mathématique,  ne  laisse  pas  d'être  assez  délicate  à  traiter  par  l'Analyse. 
Mais  de  simples  considérations  de  Géométrie  et  de  Statique  élémentaire 
permettent  de  la  résoudre,  sans  autre  difficulté  que  celle  qui  résulte  de 
la  consli'uclion   d'un   solide  polyédrique  dont  toutes   les  faces  sont 

14.. 
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rigoureusement  déterminées  en  situation,  et  par  conséquent  en  gran- 
deur vraie,  dans  l'espace,  et  du  calcul  des  coordonnées  du  centre  de 
gravité  de  ce  solide. 

Supposons  que  les  trois  côtés  variables  de  chacun  des  triangles  en 
nombre  infini  que  l'on  peut  construire  soient  représentés  par  les  coor- 
données rectangulaires  a?,  ;,  z  d'un  même  point  de  l'espace,  l'axe  des 
z  étant  vertical;  supposons,  de  plus,  que  ces  côtés,  compris  entre  les 
limites  a  et  h,  soient  rangés  par  ordre  de  grandeurs  croissantes.  On  ne 
tardera  pas  à  reconnaître  que  la  portion  de  l'espace  dont  tous  les  poinls 
auront  des  coordonnées  satisfaisant  à  la  condition  dètre  les  trois  côtés 
d'un  des  triangles  possibles  sera  soit  un  télraèdre,  soit  un  polyèdre  à 
cinq  faces,  qui  est  la  différence  entre  deux  pyramides  triangulaires. 

En  effet,  le  plus  petit  côté  x  devant  être  tout  au  moins  égal  à  a  et 
le  pins  grand  z  tout  au  plus  égal  à  i,  on  a  d'abord 

(i)  et  (i  bis)  oc^a,   z'Lb. 

Ensuite,  les  coordonnées  étant  rangées  par  ordre  de  grandeur,  on  a 

(2)  et  (2  bis)  x^y,  ySz. 

Enfin,  pour  que  le  triangle  soil  possible,  le  plus  grand  côté  doit  être 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres,  d'où 

(3)  z"îx-\-y. 

Dans  chacune  de  ces  cinq  relations,  il  ne  faut  retenir  que  le  signe 
d'égalité,  qui  exprime  le  terme  extrême,  pour  déterminer  la  région  limi- 
tée de  l'espace  dans  l'intérieur  de  laquelle  les  coordonnées  de  tous  les 
points  satisfont  à  ces  mêmes  conditions  considérées  avec  le  double 
signe.  La  première  (1)  représente  un  plan  vertical  parallèle  aux  :■}■,  à 
la  distance  a.  La  seconde  (^i  bis)  détermine  un  plan  horizontal  à  la 
distance  h  des  xy.  La  troisième  (2)  donne  un  plan  vertical  passant 
par  l'axe  des  z  et  divisant  en  deux  parties  égales  l'angle  des  xy.  La 
quatrième  [ibis)  fournit  un  plan  passant  par  l'axe  des  x  et  divisant 
en  deux  parties  égales  l'angle  des  jz.  Enfin,  à  la  cinquième  (3  )  cor- 
respond lui  plan  passant  par  l'origine,  dont  la  trace  sur  le  plan  des  xy 
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partage  en  deux  l'angle  des  —  jc  -{-  j  et  dont  l'inclinaison  sur  le  plan 
horizontal  a  y  2  pour  tangente  trigonométrique. 

Le  pentaèdre  déterminé  par  ces  cinq  plans  est  repré.-enlé  sur  les 
fig.  I,  2  et  3,  dans  lesquelles  O'B  =  a,  et  OC  =  0'B'=  BB"  =  /;,  par 
les  projections  orthogonales  des  six  sommets  et  des  neuf  arêtes  sur  les 


Fie-  '• 


Fig.  3. 

trois  plans  des  coordonnées,  le  plan  vertical  des  yz  étant  rabattu  {Jig.  i) 
sur  le  plan  horizontal  des  jt/,  autour  et  au-dessus  de  l'axe  dès  y,  pris 
comme  charnière,  et  le  plan  vertical  des  zx  étant  rabattu  pareille- 
ment [fig-  3)  sur  ce  même  plan  horizontal,  vers  la  droite,  mais  en  pre- 
nant pour  charnière  la  ligue  O'C  parallèle  à  l'axe  des  jr  et  à  une  dis- 
tance 00'=  h  de  cet  axe. 

Fig-  !{■ 


Lajig.  4  est  une  perspective  de  ce  solide,  l'œil  étant   placé   dans 
le  dièdre  des(z-f-  x),  (z  —y)  k  une  certaine  hauteur  au-dessus  du 
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plan  horizonlal.  Cette  perspective  met  en  évidence  les  six  sommets  A, 
B,  C,  D,  E,  F,  ainsi  que  les  deux  tétraèdres  GABC,  GDEF,  dont  le  pen- 
taèdre  est  la  différence. 

5.  L'étude  simultanée  des  quatre  figures  conduit  facilement  à  la 
détermination  des  dimensions  métriques  de  tontes  les  faces  de  ces 
solides  et  des  coordonnées  de  leurs  sommets. 

Pour  faciliter  cette  étude,  nous  avons  donné  aux  trois  projections  les 
niêmeslettres  qu'aux  points  correspondanlsde  la  perspective  dehfcg.  4, 
en  supprimant  même  les  accents  dans  la^g.  a.  On  remarquera  seule- 
ment que  les  points  F  et  G  de  la  perspective,  qui  se  projettent  en  F'  et 
en  G'  sur  \ajig-  i ,  en  F"  et  en  G"  sur  \i\Jig.  3,  se  projettent  en  A  sur  la 

Il  suffira  maintenant  d'énoncer  les  résultats  qui  ressortent  de  l'exa- 
men comparatif  des  quatre  figures. 

La  face  verticale  d'arrière,  correspondant  à  .r  —  a,  est  un  trapèze 
ABEF  {flg.  4)  dont  le  sommet  inférieur  A  est  à  la  distance +  rt  de 
chacun  des  trois  axes.  L'aréle  AF  est  verticale,  l'arête  EB  horizontale; 
toutes  deux  sont  égales  à  a  et  leurs  directions  sont  rectangulaires  entre 
elles.  L'arête  AB,  inclinée  à  /|5  degrés  sur  chacune  des  deux  premières, 
est  égale  a  {b  —  a)\j-2.^  et  l'arête  EF,  pHrallèle  à  la  précédente,  est  égale  à 
[b  —  2.n)\J'2.  La  face  horizontale  supérieure,  correspondant  a  z  =  b, 
se  trouve  à  la  distance  b  du  pian  des  xy;  les  angles  EBC,  CDE  sont 
droits;  EB  est  égal  à   è  ~  «,  CD  k^bsj^,  BE  à  a,  et  DE  h  [\b  —  a)\/2. 

La  face  latérale  d'avant  AFDC,  déterminée  par  x  =  j,  est  im  quadri- 
îatère  dont  les  côtés  CD  =  tv/'v^  et  AF  :=  a  sont  rectangulaires  entre 
eux.  Le  plus  grand  côté  AC  est  égal  à  [b  —  rt)\/3.  On  a  déjà  la  valeur 
des  deux  autres. 

La  face  postérieure  ABC,  déterminée  par  /  =  s,  est  un  triangle  rec- 
tangle en  B  et  dans  lequel  la  hauteur  AB  est  à  la  base  BC  =  />  —  n  dans 
le  rapport  de  \Ji  à  i. 

Enfin,  le  triangle  supérieur  et  de  gauche  EFD  est  rectangle  en  D  ;  le 
côté  DE  est  égal  k{\b  —  a)  \/2,  l'hypothénuse  est  [b  —  2a)\f2,  comme 
on  l'a  déjà  dit,  et  l'autre  côté  de  l'angle  droit  !(/?  —  a  a)\'6. 

Les  faces  sont  donc  rigoureusement  définies  de  grandeur  comme  de 
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position.  Les  valeurs  des  coordonnées  des  six  sommets  et  du  sommet 
commun  aux  deux  tétraèdres  dont  il  est  la  différence  sont  consignées 
dans  le  petit  Tableau  suivant  : 


Valeurs  des  coordonnées. 


Désignation 

- 

i ^-._ 

des  sommets. 

X. 

r . 

-• 

A 

a 

a 

ei 

B 

a 

b 

b 

C 

b 

h 

b 

D 

\b 

\l> 

b 

E 

a 

b 

—  et 

b 

F 

a 

a 

2(2 

G 

a 

a 

b 

D'un  autre  côté,  il  est  manifeste  que  les  deux  pyramides  triangu- 
laires dont  la  différence  constitue  le  pentaèdre  ont,  l'une  pour  base 
ABC  f^^g-.  a)  et  pour  hauteur  MG'~b  —  a  [fig.  i),  l'autre,  pour 
base  x\DE  [fig.  2)  et  pour  hauteur  Y'G'  =  b  —  2a  [fig.  i).  Le  volume 
de  la  première  est  j  [b  —  rt)'  ;  le  volume  delà  seconde  est  ~^(b  —  "iaf . 
La  différence  ou  le  volume  de  la  région  de  l'espace  dont  tous  les 
points  satisfont  exclusivement  à  la  condition  voulue  est 

-^  [:i[b  —  aY-  [b-  zaf]. 

4.  Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  pentaèdre  se  déduiront 
donc  par  de  simples  compositions  de  moments  des  coordonnées  des 
centres  de  gravité  et  des  volumes  des  deux  pyramides  dont  ce  pen- 
laèdie  est  la  différence 

Or  ou  sait  que,  dans  le  tétraèdre,  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité sont  le  quart  de  la  somme  des  coordonnées  correspondantes  des 
quatre  sommets. 

Pour  la  grande  pyramide,  dont  les  sommets  sont  A,  B,  C  et  G,  on  a 
donc 

Y  =  {(    a  +  b), 
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et  pour  la  petite,  dont  les  sommets  sont  D,  E,  F  et  G',  on  a 

Y'  =  i(   n  +  -lh), 
Z'  =  \{'ib  +  ia). 

En  prenant  la  différence  des  moments  successivement  par  rapport 
à  chacun  des  plans  coordonnés,  on  trouve  d'abord 


(A) 


i(3fl 

+  i>](b 

—  a 

'  —  -^{6a  +  b]{b 

—  2  a)' 

[[b 

-a] 

'—H*  —  2«)'j 

i(«  + 

b){b- 

aY- 

-l{ia  +  3b)(b- 

an)' 

[[b- 

-"Y 

-7(6-2û)  =  ] 

K^^ 

U){b- 

-r,] 

-|(2«-(-36)(A- 

—  2aY 

i[b-n] 


[b  —  -2.a]' 


Telles  sont  les  valeurs  moyennes  du  plus  petit,  du  moyen  et  du  plus 
grand  côté  des  triangles  en  nombre  infini  que  l'on  peut  supposer 
formés  sans  autre  condition  que  d'être  compris  entre  deux  limites  don- 
nées a  et  />,  ces  côtés  ayant  été  rangés  par  ordre  de  grandeur  crois- 
sante et  a  étant  plus  petit  que  la  moitié  de  /;  ;  car  cette  dernière  hypo- 
thèse est  implicitement  admise  dans  la   construction  des  Jig.  i   à  4- 

Si,  au  lieu  de  considérer  les  valeurs  moyennes  absolues  des  côtés, 
on  cherche  seulement  les  rapports  de  ces  moyennes  à  la  limite  6,  et 
que  l'on  pose 

a=3i  —  7    et    p  =  i T' 

b  '  b 

les  rapports  cherchés  prennent  la  forme  très-simple 


.,_(„3_±p.)_i(,.._.pn 

b                         »■'— tP' 

b                           a'-iP' 

b  a=  —  I  p^ 

6.  Le  cas  où  l'on  a  «  >»  4^  6  est  beaucoup  plus  simple.  Le  solide  qui 
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comprend  la  région  de  l'espace  dont  tous  les  points  ont  des  coor- 
données égales  aux  trois  côtés  d'un  des  triangles  possibles  se  réduit 
alors  à  un  tétraèdre  ABCG  [fig.  4)  dont  trois  faces  sont  rectangles,  et 
qui  est  représenté,  tant  en  projections  qu'en  perspective,  dans  les 
quatre  figures  du  cas  précédent,  dans  lesquelles  on  ferait  abstraction 
de  la  section  EFD.  Les  coordonnées  des  quatre  sommets  sont  données 
dans  le  tableau  suivant  : 


Sommets 

Coord 

onnées  des  sommets 

du  tétraèdre^ 



^^ 

X. 

jr.                   z. 

A 

a 

a                   a 

B 

a 

b                    b 

G 

b 

b                    b 

G 

a 

a                     b 

Il  résulte  de  là  que  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  ce 
solide  ont  pour  expressions 

jT^KSrt  +  Z»),      j  j  oc  =  \h, 

;■  =  i («     -^  b),        et,  pour  a  =  \b    N-  .—  »  /; , 

Ce  sont  précisément  les  mêmes  valeurs  que  l'on  obtient  lorsque 
dans  les  formules  (A)  on  fait  i  =  a^;  nouvel  exemple  de  l'existence 
de  deux  fonctions  différentes  pour  exprimer  une  même  loi  mathéma- 
tique, suivant  le  sens  du  signe  d'inégalité  qui  lie  l'une  à  l'autre  deux 
données  de  la  question,  la  loi  de  continuité  se  manifestant  néanmoins 
par  l'identité  des  résultats  auxquels  conduisent  ces  deux  fonctions 
lorsque  le  signe  d'égalité  vient  à  établir  le  passage  avant  le  renverse- 
ment du  signe  d'inégalité. 

7.  Cette  méthode  purement  géométrique  pour  la  détermination  des 
moyennes  valeurs  de  trois  éléments  variables  paraît  susceptible  d'autres 
applications.  M.  l'ingénieur  Chemin  [*]  m'en  a  signalé  une  qui  rend 

[*]  M.  Chetnin  a  pareillement  exprimé  l'idée  que  l'emploi  des  coordonnùcs  polyc- 
Journ.  de  Math.  (3«  série),  tome  V.  —   AvniL  1879.  '  3 
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notir  ainsi  dire  de  pure  intuition  la  solution  du  problème  suivant,  posé 
et  résolu  analytiquement  par  M.  E.  Lemoine  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  de  France  (t.  I,  p.  Sg)  : 

Une  tige  [d'une  Longueur  l)  se  brise  en  trois  morceaux:  quelle  est  la 
probabilité  pour  que.,  avec  ces  trois  morceaux,  on  puisse  former  un 
triangle? 

Considérons  les  trois  fragments  comme  les  coordonnées  d'un  n  ème 
point  de  l'espace.  Le  lieu  des  points  qui  satisfont  à  la  relation  fonda- 
mentale 

(i)  X  -1-  r  4-  s  =  / 

est  un  triangle  dont  les  sommets  sont  situés  à  la  distance  /  de  l'origine 
sur  les  trois  axes  des  coordonnées. 

Mais,  pour  que  le  triangle  soil  possible,  il  faut  que  Ton  ait  simulla- 
iiéaient 

(  ^if  +  "■. 
(2)  7^^-+^, 

(  z  <  jc  -h  y. 

Les  trois  plans  déterminés  par  les  équations  de  ce  groufie,  en  ayant 
égard  à  l'équation  (i),  sont  respectivement  perpendiculairesà chacun 
des  trois  axes  des  coordonnées,  à  une  distance  de  l'origine  égale  à  ^^^  /. 
Leurs  intersections  avec  le  triangle  déterminé  par  l'équation  (i)  déter- 
minent un  nouveau  triangle  qui  joint  deux  à  deux  les  milieux  des  côtés 
du  premier  et  qui,  par  conséquent,  n'a  que  le  quart  de  sa  superficie.  Or, 
c'est  seulement  à  l'intérieur  de  ce  triangle  central  que  se  trouvent  les 
points  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'ensemble  des  relations  (i) 
et  (2);  la  probabilité  cherchée  est  donc  \. 

8.  Ausurplus,  il  existe  une  solution  analytique  non-seulement  pour 
le  problème  énoncé  au  début  de  cet  article,  mais  encore  pour  la  question 
bien  autrement  compliquée  de  la  valeur  moyenne  d'une  fonction  d'un 

(Iriqnes  permetirait  d  ctcndie  l'usage  de  notre  métliodo  géomélrique  à  un  nombre 
((uelconque  de  variables. 
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nombre  quelconque  de  variables.  Celte  solution,  due  à  feu  Fhilbert  [*] , 
va  être  exposée  ici  par  la  reproduction  textuelle  d'une  note  manuscrite 
rétligée,  à  ma  prière,  dans  les  premiers  jours  du  mois  d'avril  1871. 


Note  sur  la  détermination  analjticjue  de  la  valeur  inojeniie 
d'une  fonction  de  plusieurs  variables. 

«  Soit  U  une  fonclion  quelconque  de  n  quantités,  î/,,  u,...,  u„  qui 
varient,  savoir  : 

?/,,  dep,  à  (ji,  ces  limites  étant  des  nombres, 

7/0,  de /îo  à  ryo,  »  fonctions  de  z;,, 

«3,  de/73  373,  »  >)  u^,u., 

u„,  âe p„  ii  (fn,  »  »  n,,  .'/o,...,  «„_,. 

»  Si  l'on  imagine  qu'une  seule  des  quantités  u  varie  entre  ses  limites  p 
et  q  par  intervalles  constants  égaux  à  du,  la  somme  des  valeurs  que 
prendra  ainsi  la  fonction  U,  et  que  nous  représenterons  par  V  U,  sera 
égale  a 

«-.■7 

U/u 


2>' 


1)  Or,  pour  chaque  système  de  valeurs  particulières  attribuées  à  u,, 
i/o,..,  ?/„_!,    ?/„  varie  de /?„   à  «y,,. 

[*]  Henri  Philbert,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  né  à  Bar-sur-Aube  le  19  avril 
1826,  décédé  à  Vitry-le-François  le  2  décembre  1876,  était  doué  pour  les  Mathéma- 
tiques d'une  remarquable  aptitude  dont  une  modestie  et  une  réserve  excessives  l'ont 
empêché  de  tirer,  au  profit  de  la  Science,  ce  qu'on  pouvait  attendre  de  lui.  Bon  con- 
structeur, versé  dans  la  connaissance  du  droit  administratif,  esprit  philosophique, 
caractère  élevé  et  bienveillant,  Philbert  a  été  suivi  dans  la  tombe  par  les  regrels  de 
tous  ceux  qui  l'ont  connu.  Il  a  succombé  à  une  maladie  d'épuisement  contractée  à  la 
suite  des  fatigues  et  des  privations  du  siège  de  Paris.  Je  conserve  précieusement  le  ma- 
nuscrit qu'il  m'avait  remis  le  5  avril  1871  et  la  correspondance  échangée  avec  lui  ;i 
ce  sujet  dès  i865. 

i5.. 
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»  U  acquerra  donc  aussi  une  somme  de  valeurs  égale  à 


v% 


clii„ 


du,, 

»  Si  dans  ce  système  on  conserve  ?/,,  u^,...,  u,i-i  constants,  et  que 
l'on  fasse  varier  ?/„_,  entre  ses  limites,  U  acquerra  une  souune  de 
valeurs  égale  à 

2:::(Ç^)-„-, 


Urf//„ 


rf"„-, 


etc 

»  En  continuant  ainsi,  on  voit  que  la  sonune  des  valeurs  qu'ac- 
querra U,  lorsque  chaque  quantité  a  varié  entre  ses  limites /j  et  q  par 
intervalles  constants  égaux  à  du^  sera 

2^    du,  2^    du,...  2^    \}du„ 


du,  du. .  .  .  du„ 

11   Le  nombre  des  valeurs  données  à  U  s'obtiendra  en  faisant  dans 
cette  expression  U  =  i.  Il  sera,  par  conséquent, 


>      ■/«,   >     du, ...   y    du„ 


du,du,  .  .  .  du„ 

»   Jy.i  moyenne  des  valeurs  de  U  sera  donc 


'^\lu,^-du,...^"Mdu„ 
'y     dit,  ^     du,  •  •  •  5j     '^"" 
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et,  lorsque   les    du  deviendront  infiniment  petits,    tendra  vers  l'ex- 
pression 

j(l!l^    j     dii.^  •  •  •    I     ^^  dii„ 
Pi  •J/'i  Jf'n 


'IU2  .  ■  .    I     du,, 


qu'on  appelle  valeur  inoyenue  de  la Joncliun  U. 

Si  les  variables  sont  simplement  assujetties  à  ne  devenir  ni  inférieures 
à  un  nombre  donné  ni  supérieures  à  un  autre  nombre  donné,  on  aura, 
en  prenant  ce  dernier  nombre  pour  unité,  en  appelant  a  le  premier 
nombre  et  en  supposant  les  variables  rangées  par  ordre  de  grandeur 
croissante, 

p,  =r  n,     p,_  ~  u,,     p.,  =  «o,    ...,/?„    --:  u,,^,, 
q,  =r.i,      q.^-x,        73  ==  I»      .  .  .  ,    9„  =  I. 

»  Si,  alors,  on  pnse 

II,;  —    I  —  t'„, 
?/,   =   !-<',, 

la  première  intégrale  deviendra,  en  désignant  par  V  la  fonction  U  trans- 
formée et  en  posant  \  —  a  =  u. 


f\h',  f"d^.,  .  ..  f""~'vd.'„. 


»   En  faisant   V=:^  i,   on   obtient  pour  valeur  du  dénominateur  de 
'expression  considérée  ci-dessus 


:/■ 


do:"      ou 


1 . 2  ...  « 


«  Lorsque  U  sera  fonction  seulement  de  z^i,  i/2)  • -.,  u^  fjc  é\anl  <C«), 
V  sera  fonction   seulement  de  <',,  i>.,,  .  .  .,  f^,  el  la  première  intégrale 
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|JOurra  s'écrire 


/    dv,   l   'di>.  .  .  .  1^  '"'  V^K  I     di>„+,  ...  I  "~'di'„ 

^£di'jy^', . . .  f""~'  vrfn  (X'y '^/^""' 

»  La  valeur  moyenne  de  U  sera  donc 


)>  Faisons  U  =  «^,  d'où  V  =:  i  —  f^.  Le  numérateur  devie-nt 


I  .  2  ...  «         1.2...  [n  —  /!•)(«  +  2  —  X-  j  ...  (  «  4-  I  ) 
«  +  I  —  /■ 


l  .0.  ...  ri 


»  La  valeur  moyenne  de  u,,  est  donc 

«  -4-  I  —  / 

I a. 

«  4-  I 

»  Aucune  des  variables  n'étant,  par  hypothèse,  inférieure  à  a,  la 
somme  des  u  —  i  premières  ne  peut  jamais  être  inférieure  à  (/i  —  i)a. 
Donc,  si  a  >• )  la  somme  des  ji  —  i    premières  variables  ne   sera 

n  —  I  ' 

jamais  inférieure  à  l'unité,  et,  par  conséquent,  la  plus  grande  va- 
riable ;/„,  variant  comme  ci-dessus  de  ;/„_,  à  i,  ne  se  trouvera  jamais 
dépasser  la  somme  de  toutes  les  autres. 

»  Mais,  lorsque  rt  •< ,  la  somme  ii,  -+-  ?/i  +  .  . .  +  //,,_,  pourra, 

pourcertainesvaleursdes  variables,  être  inférieure  à  l'unité,  et  //«variant 
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deun-i  à  I  acquerra  certaines  valeurs  supérieures  à  ii,-\- u-^-h  ...  +m„_,. 
Si  l'on  veut  assujettir  ii„  à  ne  jamais  dépasser  cette  somme,  on  devra 
adopter  pour  limite  supérieure  de  m„  l'unité  ou  ii,  -\-  n.,  -\-  ■..  -h  «„. .|, 
suivant  que  l'unité  sera  intérieure  ou  supérieure  à  la  somme 
u,  -h  H-2-h  . . .  -h  II,,-,,  et  modifier  en  conséquence  les  formules  pré- 
cédentes. 

»  Pour  établir  les  nouvelles  formules,  nous  nous  donnerons  la  con- 
dition plus  générale  n,„+,  <<;<,  +  «„-!-  ...  4-  it,„,  m  étant  un  nombre 
quelconque  <  n.  Supposons, par  suite,  n  <^  — -;--;  nous  aurons  à  f;nre 
varier  fc,„^.,  de  if,„  à  i  ou  à  S,„=  ii,  -h  u.,  +  •  ■  •  +  ?i,„,  suivant  que  l'unité 
sera  y  S,„. 

»   La  somme  des  valeurs  de  U  sera  représentée  par 

2'  désignant  la  sommation  relative  à  tous  les  systèmes  pour  lesquels 
i<S,„  et  2"  la  sommation  relative  à  tous  les  systèmes  pour  lesquels 
S,„  <  I . 

))   t)r  l'expression  symbolique  entre  parenthèses  peut  s'écrire 

2X-2u:-.(>2x:-2X'- 

en  désignant  par  2  la  sommation  relative  à  tons  les  systèmes  possibles, 
sommation  qui  a  été  effectuée  dans  le  problème  précédant. 

«  Il  reste  donc  à  effectuer  la  sommation  L"  (  laquelle,  considérée  iso- 
lément, correspondrait  à  la  recherche  de  la  valeur  moyenne  deU  potu- 
le  cas  où,  aucune  des  variables  ne  pouvant  être  inférieure  à  n  ni  su- 
|)érieure  à  i,  on  assujettirait  en  outre  celle  de  rang  m  -(-  i  à  ne  lias  être 
inférieure  à  la  somme  des  m  preînières).  A  cet  elfet,  nous  transforme- 
rons d'abord  l'intégrale  placée  sous  le  signe  I"  en  posant,  comme  dans 
le  problème  jirécédcnt, 

II,,,.,  =  I  —  i'  _^.. 
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L'intégrale  devient  ainsi 

f        dv„,^,  f  ""  ch,„^n.  .  .  f"  Yd'.',, 
H  Mnintenant,  pour  obtenir  1",  nous  observerons  que  l'on  a  encore 

Pm    --   '',«-1  .        Pm^S    =  "„.-2,  ■   ■  .        /'2  =   "m        f,    =   ■'?, 

les  limites  supérieiu'es  fj  se  trouvant  d'ailleurs  déterminées  par  le 
système  d'équations  (A)  ci-dessous,  en  face  duquel  nous  écrirons  le 
système  d'équations  complémentaires  de  transforniRtion  (R)  : 

U,  +  ll„-\~.  .  .  -'r  /.',„_,  -{-(jf,„=   I  ,         «,  +«2  +  ■  ■  ■  +  "m-i  +  t'm  =   '  —   '';„ 


//,  -+-  [m  —  i)  (/,„_o  =  1 ,  "i  +  ('«  —  i)''2  =  I  —  <'2 

wy,  =  I,  ;;»/,  ^^  I  —  i>| 

1)   En  posant  i  ~  ma   -  j3,  on  obtient  pour 

la  lonne 

-,~T~ — '^ ^ /    ^''i  /     di'... .  .  \      di>,„^, 

aii,aii2 .  .  .  dum  1  . 2 .  .  .  m  Ja  J  J 

»  Faisons  TI  =  iii^. 

M  Si  A'  >  w,  on  a  simplement  V  =:  i  —  iv,,  et  le  résultat  de  rinlégralion 
se  déiluit  de  celui  obtenu  dans  le  problème  précédent  en  remplaçant 

1                         ^1    ^'        1              &"       /          »  -I-  I  —  /-    \     _  . 

simplement  y.  par  p.  C  esi  donc  — ~ i  — p  •   La    valeur 

'  '  '  I  .  2 ...  «    \  n  -h  l  ) 

moyenne  de  «/,  est,  par  conséquent,  donnée  par  la  l'urmule  très-simple 

a"  f  n  -f-  1  —  X      \  I  fi"  /  «4-1  —  /    ,  \ 

I U "^ r p 

/        >  I  .  2 ...  «    \  //  -+-  I  /  1  .  2  .  .  .  /?î     I  .  2 .  .  .  «    \  "  -t-   1  '     / 

(i^A     = -— ^ r- - 


l  .■>...  ./I  I  .  2  .  .  .  /«    I  .  2  .  .  .  « 

«  +   I  —  A  I  .  2  .  .  .  TO 
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OU,  en  désignant  par  p  le  rapport  ^  et  par  P,„  le  nombre  de  permiila- 
tions  de  m  lettres, 

n-hl  —/c  P,, 


[11,^=  ■< ——- « 


ri  -T-  I  P 


»  Mais,  s\k=  m,  Uf,  oiiVse  trouve  à  la  fois  fonction  de  C/,^,,  v'a-:-    •  ■■,  ''2 
et  (',,  et  la  formiÉle  se  complique  notablement. 
n   Faisons  d'abord  A  =  [ ,  d'où  V  =  i/,  = ^■ 

m 

L'intégrale 
prend  la  valeur 


ï\  i!^^    1^"  /  Pm  "'    V  P-.  «  +  '       >'" 


»  Il  vient  donc 

«  __  P""' 

l    13  r,  P  )  P        (1)     l     P  /) 


P„  Pm  P., 

,      ,  \  /«  P„,  /  «  +  I    \  m    P„, 

.".  =  s;r ^ 


))  On  déduit  de  là  facilement  la  valeur  moyenne  de  u^,  et,  en  général, 
on  déduira  de  la  valeur  moyenne  deîi/,_i  celle  de  «^  (A  étant  "ni),  car 
on  a  en  général 

[m  —  A  +  i)  {Uk—  Uk-x  )  =  t'A-i  -  ^'a, 
d'où 


Ui,  =  «A^, 


Jouni.  de  Math.  (3^  série),  tome  V.  —  Avril  1873 


m—  k  -+-  I 

16 
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»  Or,  posons 


Jo  Jo  J'> 

»  En  snbstituant  poiu-  U;,  l'expression  ci-dessiis,  il  viendra 
H^  =  Ha_,  -h  -—-7——  p  , .        1^ 


=  H,_,+ 


/!■  +  I   P„+, 
»   La  valeur  moyenne  de  Uf,  sera  donc 


,    pi  (  ■  -   »  +  ,  ^)  -  p:  \"'-'  -^  .«-A-^,  p:: 

«/,  )  = 


v„  \         p» 
»   Mais  on  a 

«  +  2  —  / 


4-  2  —  /     \  I    „ 

"A-.      =^  7—, 


d'où 


,       ,  ,  ,  P„  n  +  I  P„+i  "'  —  /■  +  I     P», 

[il,.)  -  (»,_,)  =   — 


P„  \  Pj 


,      ,         ,  ,  I  m -h  I  —A    P,„ 


"  -h  1  „         ^" 

'"  p:„ 


d'où  l'on  déduit  la  formule  générale 


«  -I- 1  r 


■""'    '  r.--<-..i.».-^''-S"\,i-^ 


=/.-! 


)i    l'our  en  revenir  au  problème  proposé,  il  faut  laite  ///  ^=  n  —  i  et 
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l'on  obtient  ainsi  pour  Ji  =  n  la  formule 


\     p„_,  '    «  -j- 1  \       «  + 1  ' 


et,  pour  k  <  n,  la  formule 


,'  _^  I  pi"    \       "  —  ■<  -t- 1 1     „_^,        n  —  i       n  —  1       «  —  3  II—  /,  [3"-> 

V  ^'  rt  —   I   P,,^,  /  «  -h  I        \,  «_/_(-  I  p^ 

("a)  =  '„         f  '  '~ 

»   Appliquons  ces  formules  au  cas  de  ii  =  3.  On  aura, en  supposant 

2^— |S')  —  l^a'— -^6') 


et 

I   :z<—  '8< 

«3   =   1—7  -^ TT,' 

4  a'  —  I  P' 

formules  dans  lesquelles  a=^  \  —  a,  p  =  i  —  /.a.    » 

9.  Telle  est  l'application,  au  cas  particulier  que  nous  avons  traite 
géométriquement,  de  cette  belle  et  délicate  analyse  de  Pliiibert.  Ces 
trois  valeurs  de  «, ,  u.^  et  «g  sont  précisément  les  mêmes  que  nous  avons 
trouvées  par  des  déductions  purement  géométriques  pour  ->  -  et  -• 

10.  L'application  des  formules  à  des  exemples  et  la  comparaison  des 
nombres  qu'on  en  tire  avec  les  résultats  constatés  présentent  assez 
d'intérêt  pour  qu'on  en  fasse  mention  ici.  Les  trois  réseaux  successifs 
à  mailles  décroissantes,  dont  on  peut  recouvrir  le  territoire  français  en 
joignant  deux  à  deux  les  préfectures,  les  sous-préfectures  et  les  chefs- 
lieux  de  canton  étant  tracés,  et  les  termes  extrêmes  pour  cliaciin  de 
ces  trois  réseaux  étant 

km  km 

.    17,300,  I    iSîjjoo, 

I  y'/     . 

',7^0,  \     ?.f),6oo, 


I  2i| 


LALVNNE. 


l'application  des  formules  (A)  (p.  1 12)  et  la  comparaison  des  valeurs 
niovenncs  que  devraient  avoir  les  côtés  dans  ces  trois  triangulations 
successives,  d'après  ces  formules,  avec  les  valeurs  effectivement  dé- 
(lintes  de  mesurages  directs,  donnent  les  résultats  suivants  : 


Réseau 
préfectoral. 

Réseau 
sous-préfectoral. 

Réseau 
cantouai. 


■r 61,703  65,1 38 

.'" 98,042  9''9!^7 

3 118,922  105,723 

X 49 ' 494  32,216 

y 81,355  44)959 

z    97,846  53,245 

.r II,  290  I  T  ,  000 

y 18, 565  14, 885 

; 22,325  17,675 


La  tendance  effective  à  l'équilaténe  ressort  bien  de  l'iiispeciion  seule 
de  ce  Tableau,  puisque  nous  voyons,  dans  les  valeurs  moyennes  mesurées 
des  côtés  des  triangles  d'un  même  réseau,  des  écarts  beaucoup  moindres 
que  dans  les  valeurs  calculées  dans  l'hypothèse  où  toutes  les  longueurs 
de  ces  côtés  auraient  été  également  possibles  entre  les  limites  extrêmes 
particulières  à  chaque  réseau. 


11.  Mais  la  Géométrie  fournit  encore  le  moyen  de  mettre  cette  ten- 
ilance  en  lumière  par  un  procédé  différent. 

On  peut  convenir,  en  effet,  de  considérer  conune  à  peu  près  éijuila- 
téraux  les  triangles  dans  lesquels  le  plus  petit  côté  ne  diffère  du  moven 
et  le  plus  grand   du   moyen  que   dans    un    rapport    qui   atteint   au 

plus  ■■)  de  chercher  quelle  serait  la  proportion  relative  dans  le 

nombre  total  des  triangles  possibles  si  la  possibilité  était  la  mémepoui- 
tous,  et  enfin  de  comparer  la  proportion  calculée  dans  celte  hypothèse 
avec  la  proportion  fournie  par  l'observation. 

Or,  la  région  de  l'espace  dont  tous  les  points  ont  pour  coordonnées 
les  côtés  de  triangles  à  peu  près  équilatéraus  est  déterminée,  en  vertu 
des  considérations  et  de  la  définition  précédentes  : 
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i"  Par  les  quatre  relcitions(i ),  (i  bis),  (2  Ht  (2  bis)  données  plus  haiil  ; 
2°  Par  les  relations  nouvelles 


(5)  z<^^r. 

En  ne  conservant  que  le  signe  d'égalité,  les  six  équations  donnent 
autant  de  plans  qui  délimitent  la  région  de  l'espace  dont  il  s'agit  c! 
sont  les  faces  d'un  hexaèdre,  lequel  est  une  pyramide  quadrangulaire 
tronquée  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  base.  Cette  base  el  la 
section  de  troncature  sont  des  trapèzes;  tontes  les  autres  faces  sont  des 
quadrilatères  dans  chacun  desquels  deux  côtés  sont  perpendiculaires 
entre  eux. 

T.esy/g'.  1 ,  2  et  3  (p.  109)  représentent  les  projections  de  cette  pyramide 
tronquée  suivant  les  contours  apparents  ACHiVl,  A'  B'K'N',  A"  Cl"  M". 
Les  trapèzes  de  la  base  et  de  la  troncature  sont  CIIIK  \Jig-  2)  et 
A'I/M'N'  ijîg.  i)  en  grandeur  naturelle. 

Ce  même  hexaèdre  tronqué  ALMN,  CHIK.  se  voit  en  perspective 
sur  la/g-.  4. 

On  trouve  tacilement  les  valeurs  des  dimensions  nécessaires  à  la 
mesure  des  deux  pyramides  dont  l'hexaèdre  est  la  différence. 

Ainsi,  d'abord,  pour  la  première  on  a 

•        CH  =  ^/.,     lK=ifL^fi!^(>,     K'B'  =  CH. 
Ce  qui  doiuie  po;ir  l'aire  du  trapèze  CHIK 

'-b\ 


t  [2m  —  «)«-  ■ 


et  pour  le  volume 

I  {7.111  —  n)  II- 
6  in^ 

l'our  la  seconde,  on  a 
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L'aire  i!n  trapèze  A'I/M'JN'  sera  donc 


I     2  m  —  n   n     , 
^  '^'i 


cl  le  vo'iiine  de  la  pyramide 


Ln  différence  des  deux  volumes  a  pour  expression 

j,ir  { lin  —  ji      — :    • 

o        ^  [  iir         I  m  —  «    J 

Le  rapport  de  ce  volume,  proportionnel  au  nombre  des  triangles 
à  peu  près  éqtiilatéraux,  au  volume  du  pentaèdre  qui  comprend  le 
nombre  total  des  cas  possibles,  est 

.  n-   1  m  —  n)\  (  m  —  ,i]^b--  —  m^a'] 


I  —  "  ,'[[b  —  ai'  —  4  (i  ^  —  ** ''j 


Telle  serait  la  fraction  vers  laquelle  convergerait  le  rapport  du 
nombre  des  triangles  à  peu  près  équilaléraux  au  nombre  total  des 
triangles,  si  tous  ces  triangles  étaient  également  possibles,  s'il  n'y 
avait  aucune  tendance  à  l'équilatérie,  toujours  dans  l'hypothèse 
de  a  <i\b. 

12.  Or,  si  l'on  en  vient  aux  résultats  de  l'expérience,  on  trouve 
que  le  nombre  des  trimgles  à  peu  près  équilatéraux  est  beaucoup 
plus  considérable  que  ne  le  comporte  l'hypothèse  d'égale  possi- 
bilité. 

En  effet,  supposons  —  =  20,  et  considérons  successivement,  dans  les 
trois  réseaux  que  nous  avons  déjà  examinés,  d'abord  les  plus  petites 
et  les  plus  grandes  distances,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  a  et  de  b, 
ensuite  les  nombres  effectifs  de  triangles  dans  lesquels  le  plus  petit 
côté  ne  diffère  pas  du  moyen,  ni  le  moyen  du  plus  grand  de  plus  de  20 
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poui-  loo.  Les  résultats  auxquels  on  parvient  sont  consignés  dans  It 
Tableau  suivant  : 


INDICATION 

des 
réseaux. 

VALEURS 

d 

EXTREMES 

nAPPORT 

b 

(aiip.ox.). 

NOMRRE 

total 

des 

triangles 

relevés 

T. 

N0.11DRE 

des 

triangles 

à  peu  prés 

équilaté- 

ranx 

t. 

RAPPORT 

b. 

observé 
c 

calcule 
/f. 

Préfectoral 

Sous-préfectoral . . . 

Uni 
1 7 , 3oo 

7,570 

1 ,700 

km 
135,700 

129,700 

29,^00 

9 

'7 
'7 

166 

7-' 
SiG 

iSo 

o,'"53o 
0,2499 

0,1 5:i; 
0,1,168 
0,i.l6S 

Ija  tendance  à  l'équilatérie  se  manifeste  donc  |)ai'ce  fait  que  la  pro- 
portion des  triangles  à  peu  près  équilatéraiix,  dans  chacun  des  trois 
réseaux,  excède  considérablement  celle  qui  se  produirait  si  tous  les 
triangles  étaient  également  possibles.  L'excès  est  de  64  pour  loo  dans 
le  réseau  préfectoral;  de  70  pour  100  dans  le  réseau  sous-préfectoral, 
de  87  pour  100  dans  le  réseau  cantonal. 

15.  On  trouve  encore  dans  la  Géométrie  un  auxiliaire  utile  pour 
résoudre  d'une  manière  presque  intuitive  un  genre  de  queslions  dont 
la  solution  analytique  ne  se  présenterait  peut-être  pas  avec  le  même 
degré  de  simplicité.  Nous  avons  donné  des  exemples  de  ce  genre 
[Comptes  vendus  des  séances  de  V académie  des  Sciences,  28  juin  1  ^76^', 
lorsque  nous  avons  déterminé  les  probabilités  respectives  que  les 
équations 

z'-  -f-  pz  --(-  q  ==  o, 

'J  -^  pz  -h  7  =  0 

aient  toutes  leurs  racines  réelles,  />  et  <^  étant  compris  entre  des  limites 
déterminées,  et  toutes  les  valeurs  de  ces  coefficients  étant  considérées 
comme  également  possibles  entre  ces  limites  rfc  P,  ±:  Q. 

Il  s'agit  de  comparer,  dans  le  rectangle  dont  les  sommets  ont  pour 
coordonnées  ±  P,  ±  Q,  à  la  superficie  4PQ  <-le  ce  rectangle,  une  aire 
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bornée,  dans  le  cas  du  deuxième  degré,  par  la  parabole  ordinaire 

et,  dans  le  cas  du  troisième  degré,  par  la  parabole  semi-cubique 
kx'-"  H-  27  )■-  =  o. 
F.a  probabiUté  que  les  racines  sont  réelles,  dans  le  deuxième  degré, 
P'  -i-  1 3  Q 


a  pour  expression 


et,  dans  le  troisième  degré, 


45      Q 

Fij.  5. 
+1 


1,0 

0 

5 

«4 

0,1 

0,3 

1,00 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

y- 

r 

Cl 

./ 

/ 

/ 

/ 

A 

y 

'/ 

/ 

/ 

^/ 

/ 

.y. 

' 

/ 

y 

/ 

/ 

/ 

/ 

v 

y 

/-    \. 

/ 

/ 

J 

/ 

/ 

y 

y 

y 

é 

' 
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/" 

/ 

V 

/ 

/ 

v 

/ 

^ 

y 

y 

U,J 

^ 

/ 

/ 

/ 

^/ 

^ 

^ 

-^ 

^ 

«> 

^ 

v; 

K\^ 

L/ 

/ 

/ 

^^ 

^1 

L 

--— 

1, 

\^^ 

^ 

^ 

_^ 

-^ 

n  ri        II  1.        (la        iJ,2'' 

^°-^ 

2=: 

-*, 

4- 

'^f 

r- 

u.S 

\ 

V 

_""■ 

K    ^^ 

rv-     ^ 

0  li 

^ 

J!,ta 

:c; 

ci~ 

~ 

— 
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^^ 
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N 

N 
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0 

3 

0 

1 

0 

1 

0 

5 

10 

-1 


Si  l'on  fait  P  =  Q  =  I,  il  y  aura,  dans  l'équation  du  deuxième  degré 
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i3  à  parier  contre  1 1  que  les  deux  racines  sont  réelles,  et,  clans  l'équa- 
lion  du  troisième  degré,  environ  923  à  parier  contre  77  qu'il  n'y 
aura  qu'une  seule  racine  réelle,  bi  probabilité  de  tomber  sin-  le  cas  irré- 
ductible ayant  pour  expression  —)^~-  =  0,07698. 

Lay/g-.  5  met  en  évidence  le  résuliat  relatif  à  l'équation  du  troisièsne 
degré  suivie  de  son  second  terme.  Car,  si  l'on  considère  coiiune  va- 
riables, dans  cette  équation,  les  coefficients  p  et  ç,  et  que  l'on  con- 
struise la  série  des  droites  représentées  par  q  =^  —  zp  —  z\  lorsque 
l'on  y  fait  varier  z  de  dixième  en  dixième  d'unité  entre  -t-  i  et  —  i,  on 
obtient  précisément  cette  figure,  et  c'est  l'aire  de  la  parabole  semi- 
cid)ique  enveloppe  de  tontes  ces  droites  qui,  rapportée  au  rectangle 
/jPQ,  fournit  l'expression  de  la  probabilité  cbercliée. 

Ce  mode  d'évaluation  est  applicableà  uneéquation  d'un  degréquei- 
conque  dans  laquelle  il  y  a  deux  coefficients  variables,  et  le  diagramme 
{/ig.  6)  donne,  non  pas  la  construction  exacte,  mais  la  configuration 
générale  de  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  droites  comprises  dans 
l'équation 

)'  =  zx  -f-  o,  1 5z^  —  0,95^''  4-  z^ 

Dans  la  partie  centrale  teintée  d^d.dii\_  il  n'y  a  pas  moins  de  cinq 
cours  de  droites  qui  s'entre-croisent;  il  y  en  a  trois  dans  la  partie  du 
plan  à  gauche  du  contour  Ar,f/,  A'  et  dans  l'espace  d^r/^r^;  il  n'y  eu  a 
|)lus  qu'un  à  droite  du  même  contour.  La  probabilité  d'avoir  cinq, 
trois  ou  une  seule  racine  réelle  lorsque  les  coefficients  jc  el  j  varient 
entie  des  limites  connues,  dans  l'équation  du  cinquième  degré 

z'^  —  o,95z'  ■+-  o,i5z'-  +  xz  —  y  =  0, 

est  donc  déterminée  par  la  comparaison  d'aires  planes  dont  les  con- 
tours peuvent  être  construits  et  les  superficies  évaluées  avec  autant 
d'approximation  qu'on  le  veut. 

14.  On  a  vu,  dans  ce  qui  précède,  un  lieu  géométrique  qui  est  un 
solide  servir,  parla  détermination  de  son  centre  de  gravité,  à  l'évalua- 
tion des  moyennes  valeurs  des  variables  comprises  entre  deux  limites 
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données  et  qui  entrent  dans  la  composition  d'une  fonction.  Des  con- 
sidérations analogues  ont  fourni  la  valeur  d'une  probabilité  cherchée, 
dans  divers  cas,  par  la  comparaison  de  superficies  planes.  Or  la  déter- 
mination des  centres  de  gravité,  comme  celle  des  aires,  comporte  \w.- 
plicitement,  au  moins,  des  calculs  d'intégrales  définies.  D'un  antre 
côté,  les  volumes  et  les  superficies  que  l'on  a 
rencontrés,  dans  cette  étude,  sont  circonscrits 
par  des  surfaces  ou  par  des  lignes  dont  les  équa- 
tions peuvent  être  considérées  comme  les  limites 
d'inégalités  dont  l'origine  se  trouve  dans  l'es- 
sence même  des  questions  posées.  Cette  liaison 
entre  le  calcul  des  conditions  d'inégalité,  le 
Calcul  des  probabilités  e\.  le  Calcul  intégrale  été 
signalée  par  l'illustre  Fourier,  en  1823,  dans  un 
Mémoire  lu  à  l'Académie  des  Sciences  dans  les 
séances  du  10  et  du  17  novembre  iSaS,  et  dont 
il  a  donné  le  résumé  dans  la  Partie  mathéma- 
tique  de  V Jnalyse  des  travaux  de  V Académie 
pendant  la  même  année.  Ce  résumé  inspire  le  vif  regret  qu'un 
Mémoire  d'une  aussi  grande  importance  et  d'un  tel  auteur  n'ait  pas 
été  publié. 

Il  fut  rendu  compte  des  Communications  de  Fourier  dans  le  Bulle- 
tin des  séances  de  la  Société  Philo  math  ique  (mai  et  juin  i825)  et  dans 
la  Partie  Mathématique  du  Bulletin  Férussac  (juillet  1826). 

Mais,  dès  la  fin  de  181 1,  M.  Gergonne,  dans  le  I.  II  des  Annales 
(le  Mathématiques,  avait  signalé  l'existence  de  cette  nouvelle  branche 
d'analyse,  et  il  est  revenu  à  plusieurs  reprises  sur  le  même  objet 
(t.  XIV  et  XVII  du  même  recueil),  pour  lequel  il  paraît  avoir  le  droit 
de  revendiquer  la  priorité. 

Les  nouvelles  applications  que  l'on  vient  d'indiquer  semblent  de 
nature  à  prouver  que  la  matière  signalée  par  Gergonne  et  mise  en 
œuvre  par  un  maître  tel  que  Fourier  est  assez  riche  pour  qu'on  r,e 
puisse  pas  la  regarder  comme  épuisée. 
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Développements  des  trois  Jonctions  A\{.v),  A],{.i),  A\^{x) 
suivant  les  puissances  croissantes  du  module  ; 

Par  m.  Désiré  ANDRE. 


Introduction. 


1.  Nous  avons  fait  connaître  naguère  [*J  la  forme  générale  des 
coefficients  dans  les  développements,  suivant  les  puissances  croissantes 
de  la  variable  X,  des  quatre  fonctions  de  M.  Weierstrass,  représen- 
tées d'ordinaire  par  les  notations  k\{x),  Al,  (x),  Alo(a7),  h\^{x).  Nous 
nous  proposons  actuellement  de  déterminer  cette  même  forme  géné- 
rale des  coefficients  dans  les  développements,  suivant  les  puissances 
croissantes  du  module  k,  des  trois  premières  de  ces  fonctions. 

2.  Ce  problème  est  tout  à  fait  analogue  à  celui  que  nous  avons 
résolu  déjà  [**]  pour  les  fonctions  elliptiques.  Nous  le  résolvons  par 
les  mêmes  procédés. 

Nous  partons  des  développements  par  rapport  à  la  variable  x  que 
nous  venons  de  rappeler  (1). 

Nous  ordonnons  chacun  d'eux  suivant  les  puissances  de  X,  et  nous 
déterminons  avec  soin  les  séries  entières  en  x  qui,  dans  les  déveloj)- 
pements  ainsi  ordonnés,  midtiplient  ces  puissances. 

Nous  constatons  que  ces  séries  entières  rentrent  dans  celles  que  nous 
avons  jadis  [*"J  étudiées,  et  nous  en  calculons  les  sommes  respec- 
tives. 

[  *  ]  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 

[**]   Annales  scientifiques  de  l 'École  Normale  supérieure . 

[*•*]   Ibid. 
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Enfin,  à  l'aide  de  ces  sommes,  nous  donnons  les  formes  générales 
des  coefficients  cherchés,  et,  par  la  considération  des  relations  qui 
existent  entre  les  fondions  de  M.  Weierstrass  et  les  fonctions  ellip- 
tiques, nous  apportons  à  ces  formes  générales  d'importantes  simplifi- 
cations. 

3.  Ces  résultats  ont  été  résumés  par  nous  dans  une  INote  que  notre 
illustre  maître,  M.  llermite,  a  bien  voulu  présenter  à  l'Académie  des 
Sciences  [*J.  Ils  nous  semblent  entièrement  nouveaux,  sauf  en  ce  qui 
regarde  le  développement  de  Al(.r),  dont  la  forme  a  été  donnée,  il  y 
a  plusieurs  années  déjà  ^**J,  par  l'un  de  nos  plus  savants  géomètres, 
le  R.  P.  Joubert. 

§  I.  —  Développements  iuivant  les  puissances  de  jc. 

4.  Dans  le  Mémoire  [*"]  que  nous  avons  consacré  aux  développe- 
ments des  quatre  fonctions  de  M.  Weierstrass  suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  variable  x,  nous  avons  posé 

k\[x)  =\\    _P.i:  +  P,|l-P3f!  +  ..., 

Al ,  ( J:.')  =  Qo  ^  -  Q,  J  +  Q2  J  -  Qs'^  +  •  •  •  ' 
et,  en  même  temps, 

P«  =  P„a  +  Pn.i  k'  +  P„.lk^  +  Pn,%k''  +   .  .  .  , 

Q«  =  9'»,o  -H  ^l,^,^k-  +-  ç„,2/{*  +  qn^ik"  +  .  .  . , 
B«=  '"«,0  +  ''/7.i>t'  -4-  r„.,k'-  +  r„ik'^'  + 

o.  Puis,  regardant  ^„  ,,  q„  i,  r„  ,  comme  des  fonctions  de  71  seule- 
ment, nous  sommes  arrivés  aux  résultats  suivants. 

[*]  Comptes  rendus,  sôance  du  17  juin  1858. 
[**]  Ibid.,  séances  des  29  mai  el  5  juin  1876. 
["**]  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 
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1°  Les  coefficienis  p„i,  q„_ti  ''n,ty  où  n  seul  varie,  constituent  chacun 
le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite; 

2°  La  série  récurrente  ayant  le  coefficient  p„  i  pour  terme  général 
admet  l'équalion  génératrice 

n.[^-(27)=r-^^'-'=o; 

les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux  respectifs  les  coefficients  f/„  ,, 
r„^i  admettent  cliacune  l'équation  génératrice 

JJ  [j  -  (ij  -h  tY  r-'--j'~-j^'  =r  O, 

0 

/;  représentant,  dans  la  première  de  ces  équations,  la  partie  entière 

de  v'^^,  et,  dans  la  seconde,  la  partie  cniière  de -|  (  —  i  +  y'Zj^  -I-  i  )• 

3°  Les  formes  générales  des  coefficients  considérés  sont  données, 
pour^j„  ,,  par  la  formule 

pour  q,i j,  r,i^i^  par  la  formule 


0  ayant,  dans  ces  deux  formules,  les  mêmes  significations  que  dans 
les  équations  génératrices  correspondiuites  qui  précèdent,  et  ij{n) 
représentant  un  polynôme  entier  eu  ?i,  du  degré  2t  —  2J-  dans  la 
première  formule  et  du  degré  2(  —  2j-  —  ij  dans  la  seconde. 

6.  A  ces  divers  résultats  nous  joindrons  les  remarques  bien 
connues  [*j  que  voici  : 

Les  quantités  P,,,  Qo,  B»  sont  égales  chacune  à  l'uniîé. 

Les  polynômes  P„,  Q„,  R„,  entiers  par  rapporta  A,  sont,  Q„du  degré 
2n,  P„  el  R„  du  degré  211  —  2. 

["]   Briot  et  BoiQuiiT,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  466,  468. 
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Quel  que  soit  l'indice  n,  le  coefficient  /)„,„  est  égal  à  zéro,  et  les 
coefficients  7„,„,  r„,o  sont  égaux  chacun  à  l'uniié. 

7.  Ce  sont  ces  résultats  et  ces  remarques  qui  vont  servir  de  points 
de  départ  aux  présentes  recherches. 

§11.  —  Séries  qui  multiplient  les  puissances  de  k. 

8.  Développées  suivant  les  puissances  croissantes  du  module  k,  les 
irois  fonctions  considérées  affectent  ces  nouvelles  formes 

k\{x)  =  k,  +  kji-  ^  k.k'  -^  A,k'  -^-  ..., 
Al,  (a:)  =  Bo-^  V,,k-  +  Ba''  +  B3A«-4-  ..., 
AU  [oc]  =  C„  +  C,  h^  +  Ca-'  -h  C3  A''  +  . . . , 

dans  lesquelles  les  coefficients  A,  B,  C  représentent  des  séries  entières 
en  X. 

Pour  bien  déterminer  ces  séries  entières,  nous  allons  reprendre,  l'un 
après  l'autre,  les  développements  (4)  de  nos  fonctions  suivant  les  puis- 
sances de  la  variable  x  et  les  ordonner  suivant  les  puissances  du  mo- 
dule/-. 

9.  Considéronsd'abordledéveloppement,  par  rapporta  la  variablcr, 
de  la  fonction  Al  \x)  et  cherchons-y  la  série  entière  en  x  qui  mul- 
tiplie k-',  c'est-à-dire  qui  constitue  A^. 

Le  premier  des  polynômes  P  qui  contienne  cette  puissance  de  A  est  Pf^, , 
le  second  est  Pf+2,  le  troisième  P,+3,. . .  ;  et,  dans  ces  différents  poly- 
nômes, les  coefficients  qui  multiplient  k-'  sont   respectivement  pc+tj., 

P.-^i.n  PM,t 

Mais,  clans  le  développement  de  Al  [x)  par  lapport  à  jt,  les  poly- 
nômes P,+,,  P,+2,Pf+:),  . .  •  multiplient  respectivement  les  expressions 


'j 


Donc  nous  avons 


4)!       ^         '        (2;  +  b)! 


■(2/-^4)!"^^'+'''(2f-H6W 
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et  il  s'ensuit  immédiatement  que,  si  nous  désignons  par  «(x)  un  po- 
lynôme convenablement  ciioisi,  entier  en  x,  du  degré  2t  et  ne  conte- 
nant que  des  puissances  paires  de  jc,  nous  pouvons  écrire 

A,=  a{x)  -f-  a„  -  rt,  ^j  +  «2 1|  -  «3  ^,  +  •  •  • , 

le  coefficient  rt„  étant  de  même  forme  (o)  que  le  coefficient  p„,  re- 
gardé comme  fonction  de  n  seul. 

10.  En  raisonnant  absolument  de  la  même  façon  sur  le  développe- 
ment, par  rapport  à  la  variable  x,  de  la  fonction  Al,  (a),  nous  par- 
venons à  la  formule  suivante  : 

B,  ^-  |3  (x)  -^  h„  ^  -  h,  ~  -h  b,^,  -  h,  ~  + . . . , 

dans  laquelle  /3  (>r)  représente  un  polynôme  entier  en  x,  du  de- 
gré "it  —  I,  ne  contenant  que  des  puissances  impaires  de  x,  et  où  le 
coefficient  l>„  est  de  même  forme  (î>)que  le  coefficient  ^„,,  regardé 
comme  fonction  de  n  seul. 

11.  Enfin,  par  les  mêmes  raisonnements  encore,  on  parvient,  poiu- 

la  fonction  âIo(x),  à  la  formule 

C,  =:  y(x)   -)-  6-0  -  C,'^,-    C,~-\-C,'^,-{-..., 

dans  laquelle  '/{x)  représente  un  polynôme  entier  en  x,  du  degré  2t, 
ne  contenant  qne  des  puissances  paires  de  x,  et  où  c„  est  de  même 
forme  (3)  que  r„,,  regardé  lui  aussi  comme  fonction  de  n  seulement. 


§  III.  —  Sommation  des  séries  considérées. 
12.   Les  trois  séries 

jr'  x'  .r' 
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qui  figurent  dans  nos  expressions  (§  II) des  quantilésA,,  B;,  C„  rentrent 
tout  à  fait,  comme  cas  particuliers,  dans  les  séries  que  nous  avons  ré- 
cemment [*]  étudiées 'et  sommées.  Nous  pourrions  donc  obtenir  leurs 
sommes  en  appliquant  simplement  les  formules  générales  que  nous 
avons  trouvées  alors.  Vu  la  simplicité  des  séries  actuelles,  nous  préfé- 
rons déterminer  ces  sommes  directement. 

13.  Prenons  d'abord  la  première  de  nos  trois  séries.  LecoefiicienI  a„, 
étant  de  la  même  forme  (3  )  que  le  coefficient  /?„,,,  où  n  seul  varie,  con- 
stitue le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite.  Si  donc 
nous  appelons  s  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation  génératrice 
de  cette  série  et  r:  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine,  nous  avons, 
comme  on  le  sait,  la  formule 

dans  laquelle  S^  [n]  représente  un  polynôme  entier  en  tj  du  degré  7  —  i 
et  où  le  signe  1  s'étend  à  toutes  les  racines  de  l'équation  génératrice. 

14.  Le  polynôme  ^^{ii)  étant  ainsi  du  degré  o^  —  i,  on  voit  facile- 
ment que  l'expression  soumise  (13)  au  signe  2,  divisée  par  (an)!,  est 
donnée  par  l'égalité 

dans  laquelle  les  coefficienisyo,  y,.yo,  ...,y,_|  sont  indépendants  du 
nombre  entier  variable  n. 

Par  suite,  dans  le  terme  général  de  notre  première  série  (1^),  la 
portion  qui  correspond  à  la  racines  de  l'équation  génératrice  peut 
s'écrire 

'    [/"    (an)!         -^         (  2  «  —  1 1  ! 

/  i-\in-l  f  r.2ii—a+l    -1 

+y..r^  if^^  +  . . .  +/;_.  a-<  r-^-:^ — .1, 

•^  -        ;2«  — ai!  -^      '  (a«  —  <r-+-i)!J 

et,  pour  obtenir  la  portion  de  la  série  totale  qui  correspond   à  cette 

[*]   Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supérieure. 
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même  racine  j,  il  nous  suffit  de  sommer  les  résultats  que  fournit  la 
présente  expression,  quanti  on  y  donne  à  n  toutes  les  valeurs  en- 
tières, depuis  zéro  jusqu'à  +  00. 

13.  On  trouve,  par  cette  sommation,  un  résultat  de  la  forme 

(Pi(x)cos(x  v'.j)  +  4'j(  J?)sin  (^•\  .ï), 

le  symbole  (ps{^)  représentant  un  polynôme  entier  en  x  ne  contenant 
que  des  puissances  paires  de  jc,  et  le  symbole  tjj^  (x)  un  polynôme 
entier  en  a:  ne  contenant  que  des  puissances  inqiaires  de  x. 

Il  est  visible,  d'ailleurs,  que  ces  deux  polynômes  ijjj (a;)  et  i|>^(a;)out 
pour  degrés  respectifs  le  plus  grand  nombre  pair  et  le  plus  grand 
nombre  impair  non  supérieurs  à  c  —  1 . 

Il  résulte  évidemment  de  tout  cela  que  la  première  de  nos  séries  (  12  ) 
a  pour  somme  l'expression 

2y^(^)  cos(j:v'5)  -+-  3'i'i(x)sin(ir-v''*)' 

dans  laquelle  les  3  s'étendent  chacun  à  toutes  les  racines  de  réquation 
génératrice. 

IG.  Mais  la  racine  cjuelconque^ est  (5)  de  la  Ibrme  (2j)-,  le  nombre/ 
pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  1 ,  2,  3,  .  .  .  ,  vj,  dont  la  dernière  y; 
est  la  partie  entière  de  \/t. 

Mais,  pour  cette  racine  (^y)-,  la  différence  a  —  i  est  (5)  égale 
à  2<  —  2y^. 

Donc  la  somme  de  noire  première  série  (12)  peut  s'écrire 

/./      gij  JC^' COS2JX  -h\        >       /lijX-''^'6in2JX, 

gij  et  A,  y  étant  des  coefficients  indépendaiits  dex. 

17.  Par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  qui  précèdent,  ou 
verrait  que  la  somme  de  notre  seconde  série  (12)  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

2yi(j:')  sin(xv  î)  +  ^ij/i(a;)  cos(x  V^), 

Jauni.  Je  Mac/i.  (3^  séi'ie'),  lome  V.  —  Amul  1S-9.  i '^ 
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dans  laquelle  les  2  s'étendent  à  toutes  les  racines  de  l'équation  géné- 
ratrice correspondante,  et  où  Çs(x)  et  ij;,(j:')  représentent  des  poly- 
nômes entiers  en  .v,  n'en  contenant,  le  premier  que  des  puissances 
paires,  le  second  que  des  puissances  impaires,  et  ayant  pour  degrés 
respectifs  le  plus  grand  nombre  pair  et  le  plus  grand  nombre  impair 
non  supérieurs  à  -r —  i. 

18.  Mais,  d'après  les  résultats  indiqués  précédemment  (o  ),  la  racine 
quelconque  s  est,  dans  ce  cas,  de  la  forme  (2/  -4-  1)",  le  nombre  /  pou- 
vant prendre  tontes  les  valeurs  o,  i ,  2,  . . , /j,  dont  la  dernière  jî  est 
la  partie  entière  de  ^  ( —  1  +  \l\t  4-  i  ), 

Mais,  d'après  les  mêmes  résultats  (5\  pour  la  racine  {2J  +  1)-,  la 
différence  (7  —  i  est  égale  k  2i  —  2J-  —  2J. 

Donc  la  somme  de  notre  seconde  série  (12)  peut  se  mettre  sous 
cette  forme 

/■    /    g'(,>"^"''''"  (2/ + ')  ^  +  \.     /,■    /'i.y^"""*^' cos(2; -m)x. 

0  0  00 

19.  En  opérant  toujours  de  même,  nous  trouvons  que  la  somme 
de  notre  troisième  série  (12)  est  de  la  forme 

^Os{3c)co?,{xsjs)  -h  2(j;5(a;)sin(xv/5), 

dans  laquelle  les  1  présentent  la  même  étendue  et  les  symboles  çs,.  [x) 
el\s[^)  'fs  mêmes  significations  que  dans  les  formules  analogues 
données  précédemment  (15  et  17). 

20.  Enfin,  en  nous  reportant  aux  résultats  (5)  rappelés  plusieurs 
fois  déjà,  nous  voyons,  dans  ce  cas  de  notre  troisième  série  : 

D'abord,  que  la  racine  quelconque  s  est  de  la  forme  (sy -+- 1)^,  le 
nombre  /  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  o,  i,  2, .  . . ,  y;,  dont  la 
dernière  y)  est  la  partie  entière  de  |  (—  i  +  y/4^  +  i)  ; 

Ensuite  que,  pour  cette  racine  (2/  4-  i  /",  la  différence  a  —  i  est  égale 
■à  2  1  —  -ij^  —  2J  ; 

Et,  par  conséquent,  que  la  somme  de  notre  troisième  série  peut  se 
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met  Ire  sous  la  forme 

\      \    gijx-' cos{2J  -hi)a:  -\-y        \     /i,j.r-'+' sin(2/ -h  i)ar. 


a  0 
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21.  Si  nous  rapj)rochons  les  ex|)ressions  des  coefficients  A„  B,,C,, 
données  au  §  II,  des  expressions  trouvées  au  §111,  pour  les  sommes 
des  séries  (12)  correspondantes,  nous  pouvons  écrire  immédiatement 

k,^=0(.[x)-it-y    \  gi  jX-'cos-ijx         -{-y      \     hijx-''^'s\n2jx , 

10  10 

B,=  ^{x)-h\    \   gijX-'Ain{2]'-h\)X'\-\      y      h,jX-''^'co^{2J 

0  0  0  0 

1  l—l'—l  1    l—i'-l-t 
( ;,  =  y(jf)  +  ^^  ^^  g.  j X-' COS (2/+  l)X-^ ^^    ^^    h,_j x'"^ '  si n(2; 


+  i)x. 


/+'  .ï-, 


et  ces  égalités  résolvent  le  proMème  que  nous  nous  sommes  proposé, 
car  elles  donnent  les  formes  des  coefficients  A„  B,,  C,,  et,  par  consé- 
quent, celles  (les  développements,  suivant  les  puissances  croissantes  du 
module,  des  trois  fonctions  Al  (a-).  Al,  (jt),  AIj  (.r). 

Seulement  les  présents  résultats  peuvent,  par  diverses  considéra- 
tions, être  notablement  simplifiés.  C'est  à  ces  simplifications  que  nous 
allons  procéder. 

22.  Considérons  en  premier  lieu  la  forme  de  A,.  On  y  peut  sup- 
primer le  polynôme  x  (j:),  ou  plutôt,  ce  qui  est  la  même  chose  pour 
l'écriture,  faire  passer  ce  polynôme  dans  le  deuxième  terme  du  second 
membre. 

Remplaçons,  en  effet,  à  la  limite  inférieure  des  Ij,  l'unité  par  zéro, 
(^e  changement  n'altère  en  rien  le  troisième  terme  de  notre  second 
membre  (21)  ;  mais  il  introduit  au  deuxième  un  polynôme  entier  en  x, 
ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de  x  et  dont  le  degré  est  égal 
à  2/,  c'est-à-dire  justement  un  polynôme  capable  (9)  de  remplacer  a[x). 

i8.. 
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23.  Dans  les  expressions  (21)  de  B,  el  de  C,,  on  peut  de  même  sup- 
primer p  ix)  et  7  [x). 

En  effet,  si  l'on  désigne  parX(j?)  ei  u.  x)  les  deux  premières  fonc- 
tions elliptiques,  on  a  les  deux  formiilesbien  connues  ['] 

h\,{x)  =  Ali»X(.r),      Alo(x)  =  k\[x)ij.{x). 

Or,  comme  nous  l'avons  montré  [**],  chaque  terme  du  développe- 
ment, suivant  les  puissances  du  module  A,  soit  delà  fonction  ).(x), 
soit  de  la  fonction  p.{x),  contient  le  sinus  ou  le  cosinus  d'un  multiple 
impair  de  x.  Donc  il  en  est  de  même  dans  les  développements,  par 
rapport  au  module,  des  deux  fonctions  Al,(^),  Al2(j^).  Donc,  dans 
les  coefficients  B^,  C,  de  ces  derniers  développements,  les  polynômes 
ii{x),  y{x)  sont  identiquement  nuls. 

24.  Nous  pouvons  donc  écrire  ces  nouvelles  égalités  : 

A,  =  \     \    g,jx'-'  COS2JX  -+-N        y        h,jX-'~^'sm2j\r, 

11  0  0  0 

',    t-l'-l  ■>,    l-j'—i-l 

B,  =\     \    g,^^  jr-'sin(2y -+- i)a:  4- \       \       /ijj x-'-^' cos[2J  -+- i]x, 

0  0  0  0 

r.     l—l'—l  '.       /-/:-;-l 

C,=^     \    g,_,x-'cos(2y -f- r^x  +  \        N       A,,y  jr-'"^' sin(2y +i)  a.-. 

o  0  0  0 

Mais  ce  ne  sont  point  encore  là  nos  formules  définitives,  car  les  se- 
conds membres  de  ces  trois  égalités  peuvent,  comme  nous  allons  le 
voir,  s'écrire  d'une  façon  plus  simple. 

23.  Rappelons-nous  la  signification  (5)  de  la  limite  supérieure  r, 
des  Ij  dans  l'expression  de  A^.  Ce  nombre -/j  est,  dans  cette  expression, 
la  partie  entière  de  \t.  Donc  l'égalité  qui  donne  Aj  peut  se  mettre  sous 
cette  forme 

Af  =  2  gij  X-'  cos  2Jx  -+-  2  h,  j  .r-'"^'  sin  2Jx, 

[*]  Briot  et  BoDQUET,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  466. 

[**]   Com//tes  rendus  de  l'Académie   des  Sciences,  séance  du  2-  mai    1878. 
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les  2  s'étendant,  le  premier  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  entier» 
non  négatifs  i  et  y  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  relations 

et  le  second  à  tous  ceux  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  relations 

j'S\Jt,     i  +  f-'St  —  i. 

On  voit  d'ailleurs  immédiatement  que,  des  deux  relations  corres- 
pondant au  premier  2,  la  seconde  renferme  la  première,  et  qu'il  en  es! 
de  même  pour  les  deux  relations  qui  correspondent  au  second  ^. 

26.  Dans  les  expressions  de  B,  et  de  C„  le  nombre  v;  est  la  partie 
entière  de-|( — \ -\-  sj l\t  +  x) .  Nous  pouvons  donc  écrire 

B,  =  IgjjX-'  sin(2y  -f-  i)a-  +  2/^,  ,  x"'"'  cos(jy  4-  i)x, 
C;=  lgijX-'cns{2J -\-  i)x-i-  IhijX-'^'  s\n{2J  -f-  i  J x, 

les  2  s'étendant,  dans  chacune  de  ces  nouvelles  formules,  le  premier  à 
tous  les  systèmes  de  valeurs  de  /et  /  qui  satisfont  aux  deux  relations 


/=i  (— I  +  s/A^ +  ')»    i  +r  +  j  ~t, 
et  Je  second  à  tous  ceux  qui  satisfont  aux  deux  relations 

7  =  2- (-  ■'  -^  v'4r+''),   i^r^i=t  - 1 . 

Et  l'on  peut  voir  encore  sans  peine  que,  des  deux  relations  corres- 
pondant au  premier  2,  la  secon  le  comprend  la  première,  et  qu'il  en 
est  de  même  pour  les  de\ix  relations  qui  correspondent  au  second  1. 

27.   En  définitive,  Af  est  doiuié  par  la  formule 

At=  2 gij .r-'  cos  2Jx  -f-  2  /i,  y  x"'^'  sln  2Jx, 

dans  laquelle  les  2  s'étendent,  le  premier  à  tous  les  systèmes  de  va- 
leurs des  entiers  non  négatifs  i  et/  qui  satisfont  à  la  relation 

i  -+-  p  =  i, 
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et  le  second  à  tous  ceux  qui  satisfont  à  la  relation 

/  4-  /-  5  <  —  I  ; 

B,  et  C,  sont  donnés  respectivement  par  les  formides 

B^=  IgjjX-'  &\r\[2J  -i-])x  -{-  lh,jjc^'  '  cos{2J  -+■  i).ï  , 
C,  =  lg,jx^'  cos{2J -h  \)x  -h  Ihij  x-'~  '  sin(2y  h-  i)  jc, 

dans  chacune  desquelles  les  3  s'étendent,  le  premier  à  tous  les  sys- 
tèmes de  valeurs  des  entiers  non  négatifs  ieXj  qui  satisfont  à  la  re- 
lation 

i+r  +  j^t, 

le  second  à  tous  ceux  qui  satisfont  à  la  relation 
i  -h  j^  -h  j  i,  t  —  i. 

28.  Ces  dernières  formes  des  coefficients  A,,B,,C,  sont  fort  ana- 
logues à  celles  que  nous  avons  données  [*]  pour  les  coefficients  des 
développements,  par  rapport  au  module,  des  fonctions  elliptiques 
l{jc),  iJ.{x)  et  de  leurs  puissances.  Ces  deux  sortes  de  formes  dif- 
fèrent cependant  entre  elles,  et  d'une  manière  remarquable,  par  ce 
fait  que  les  relations  auxquelles  satisfont,  dans  un  même  1,  les  entiers 
i  e\  j  ne  renferment  jamais^-  lorsqu'il  s'agit  des  fonctions  elliptiques, 
et,  au  contraire,  le  renferment  toujours  lorsqu'il  s'agit  des  fonctions 
de  M.  Weiersirass. 

29.  Quoi  qu'il  en  soit  de  celle  analogie  et  de  cette  différence,  ce 
sont  ces  derniers  résultats  (27)  que  nous  avons  fait  connaître  dans 
notre  Note  à  l'Académie  des  Sciences  [**].  Comme  nous  l'avons  dit 
dans  notre  Introduction,  la  fornude  qui  donne  A,  a  été  publiée  pour 
la  première  fois  par  le  R.  P.  Joubert  [*'*].  Celles  qui  donnent  B,  et  C, 
nous  paraissent  nouvelles. 

[  ']    Comptes  rendus,  séance  du  27  mai  1878. 

[**]   Il/ici.,  séance  (lu   17  juin  1878. 

[*'*]   IbitL,  séances  des  2C)  mai  et  5  juin  1876. 
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Observations   et   orbites   des   satellites  de   Mars 
avec  les   éphémérides  pour  1879; 

Par  m.  Asaph  HALL, 

Professeur  de  Mathématiques  de  la  Marine  des  États-Unis. 


Traddctio>(    et    résumé    par    m.    Pacl   GUIEYSSE, 

Ingénieur   hydrographe    de    la    Marine,    Répétiteur   à    l'École    Polytechnique 


1.  L'année  1877  a  été  signalée  par  un  fait  important  dans  les  annales 
de  l'Astronomie  :  la  découverte  des  deux  satellites  de  Mars,  due  au  pro- 
fesseur Asaph  Hall,  de  la  JMarine  des  États-Unis.  La  croyance  à  l'exis- 
tence de  ces  satellites,  fondée  uniquement  sur  l'analogie  avec  les  autre 
planètes,  d'après  les  idées  si  chères  aux  philosophes  du  siècle  demie;, 
avait  été  presque  entièrement  abandonnée  par  les  astronomes  modernes, 
surtout  depuis  les  recherches  infructueuses  de  William  Hersciiel  en 
1783  [**].  Le  seul  astronome  qui  ait  entrepris  récemment  des  recherchi  s 
sérieuses  à  ce  sujet  est  l'ancien  directeur  de  l'Observatoire  de  Copen- 
hague, d'Arrest,  mort  en  1873.  Les  travaux  mentionnés  par  Klein  dans 


*]  Observations  and  orbits  qf  tlie  satellites  qf  Murs,  ivith  data /or  ephemeridis 
in  1879;  by  Asaph  Hall,  professor  of  Muthematics,  U.  S.  Navy  (Rear-Adniiral  John 
Rodgers,  U.  S.  Navyj.  Washington,  Government  printing  oflice,  1878. 

[**]  Dans  une  Lettre  à  un  de  ses  amis,  à  propos  de  la  découverte  des  quatre  satel- 
lites de  Jupiter,  datée  de  i6ro,  Kepler  écrivait:  <t  Je  suis  si  loin  de  nier  l'existence 
de  quatre  satellites  à  Jupiter,  que  j'attends  impatiemment  un  télescope  pour  vous  de- 
vancer, si  c'est  possible,  dans  la  découverte  de  deux  satellites  à  Mars,  comme  la  pro- 
portion semble  le  comporter,  de  six  ou  huit  à  Saturne,  et  peut-être  d'un  à  Mercure  «.t 
à  Vénus.   .) 
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^on  Handhook  oj  J  stronomy  (vol.I,  p.  i/i»),  furent  l'objet  d'un  Mémoire 
iinporlaiil  inséré  dans  \esAstronoinischeNachrichten[wo\.\jyilY,T^.  74). 
Partant  de  la  valeur  de  la  niasse  <le  Mars  et  de  sa  distance  à  la  Terre, 
d'Arrest  calcula  l'élongation  d'un  satellite  qui  ferait  sa  révolution  au- 
tour de  Mars  dans  un  temps  donné,  et  trouva  que,  pour  une  élongation 
(le  70  minutes,  la  durée  de  la  révolution  du  satellite  dépasserait  celle 
de  Mars  autourdu  Soleil,  c'est-à-dire  687  jours,  d'où  il  conclut  que  les 
;echerches  de  satelliies  seraient  inutiles  an  delà  de  cette  distance;  le 
carnet  d'observations  de  d'Arrest  fait  penser  que  ces  recherches,  infruc- 
tueuses d'ailleurs,  eiuent  probablement  lien  pendant  l'opposition  de 
Miirs  de  1862. 

Malgré  ces  antécédents  peu  encourageants.  Hall  eut  assez  de  con- 
fiance dans  la  puissance  de  la  grandelunette  de  l'Observatoire  deWash- 
ington  munie  d'un  objectif  Clarke  de  2G  ])ouces,  pour  ne  pas  laisser 
passer  l'opposition  de  ftlars  de  i  877  sans  laiie  de  soigneuses  recherches, 
quoique  pourtant  la  déclinaison  sud  de  la  planète  fût  contre  lui  et  eût 
donné  plus  de  chances  de  succès  à  un  observateur  qui  se  fût  servi  du 
grand  télescope  de  Melbourne. 

Les  observations  commencèrent  au  mois  d'août;  elles  portèrent 
d'abord  sur  la  région  circumphinétaire,  où  Hall  ne  trouva  que  des 
étoiles  fixes,  puis  sur  la  région  tout  proche  de  la  planète  et  noyée  pour 
ainsi  dire  dans  l'éclat  de  ses  rayons  réfléchis.  Poin"  cela.  Hall  amenait 
la  planète  juste  en  dehors  liu  champ  de  l'oculaire  et  faisait  ensuite  len- 
tement le  tour  du  disque.  Après  plusieui's  observations  infruclupuses, 
pendant  lesquelles  il  reconnut  plus  tard  que  les  satellites  avaient  été 
masqués  par  la  planète,  il  aperçut  enfin,  le  1 1  août,  un  |)oiiit  brillant  qui 
n'était  autre  que  le  satellite  extérieur.  Le  mauvais  temps  interrompit  les 
observations.  Le  16,  il  revit  le  même  point  brillant  ;  le  17,  il  en  découvrit 
un  autre,  le  satellite  intérieur;  les  observations  du  17  et  du  18  mirent 
hors  de  doute  l'existence  de  ces  deux  satellites,  dont  la  découverte  fut 
aussitôt  officiellement  annoncée  par  l'amiral  Rodgers.  Le  satellite  in- 
térieur fut  pourtant  pendant  quelques  jours  une  énigme  pour  Hall,  qui, 
le  voyant  dans  la  même  nuit  de  différents  côtés  de  la  planète,  fut  tenté 
de  croire  à  l'existence  de  deux  ou  trois  satellites  distincts,  car  il  lui  sem- 
blait peu  probable  qu'un  satellite  tournât  autour  de  sa  planète  en  moins 
de  temps  que  celle-ci  sur  elle-même.  C'est  pourtant  ce  qui  a  lieu,  et  la 
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durée  de  la  révolulion  de  ce  satellite  est  moindre  que  le  tiers  de  celle 
de  la  rotation  de  Mars  :  cas  unique  dans  notre  système  solaire. 

Hall  appela/^ewiOi'le  satellite  extérieur  et  P/^o^o.y  le  satellite  intérieur, 
du  nom  des  chevaux  du  char  de  Mars  dans  la  Mythologie. 

2.  Dès  que  l'existence  de  ces  satellites  fut  connue,  de  nou)breux 
observateurs  s'en  occupèrent,  surtout  aux  États-Unis.  L'observation  de 
Phobos  est  plus  difficile  que  celle  de  Deimos,  à  cause  de  sa  phis  grande 
|iroximité  de  la  planète;  l'éclat  de  ce  salellite  est  pourtant  plus  vif  que 
celui  de  Deimos,  car  on  peut  le  suivre  beaucoup  plus  près  du  disque 
de  Mars  que  l'aulre. 

Les  observations  faites  par  Hall  à  Washington  sont  beaucoup  plus 
complètes  que  celles  des  autres  observateurs;  elles  s'étendent  du  i  i  août 
au  3i  octobre  pour  Deimos  et  du  i  7  aoiît  au  f  5  octobre  pour  Phobos  ;  ce 
sont  celles  dont  Ha'l  s'est  uniquement  servi  pour  la  détermination  des 
orbites;  la  difficulté  d'observation  des  satellites,  qui  n'apparaissent 
jamaisque  comme  de  très-petits  points  noyés  dans  l'éclat  de  Mars,  doit 
èlre  cause  que  chaque  observateur  a  une  erreur  constante,  et  la  réunion 
de  toutes  les  observations  en  une  seule  série  ne  peut  être  que  difficile 
et  imprudente. 

La  méthode  employée  par  Hall  consistait  à  diviser  le  disque  apparent 
de  Mars  aussi  également  que  possible  par  le  fd  du  micromèlre,  puis  à 
bissecter  le  satellite.  Dans  quelques  très-belles  nuits,  Mars  put  être  con- 
servé dans  le  champ  de  vue,  mais  plus  généralement  Hall  dut  l'en  faire 
sortir;  il  observait  alors  en  faisant  glisser  l'oculaire  de  droite  à  gauche, 
jusqu'à  ce  que  la  bissection  restât  juste.  Il  aurait  peut-être  mieux  valu 
se  servir  d'un  micromètre  à  deux  fils,  qui  détacheraient  sur  la  planète 
des  segments  égaux;  mais  Hall  ne  voulut  pas  changer  sa  méthode  une 
fois  les  observations  commencées. 

Il  obtint  ainsi  l'angle  de  position  et  la  distance  ou  les  coordonnées 
polaires  du  satellite  rapportées  au  centre  de  gravité  du  disque  apparent 
de  la  planète;  il  fallut  donc  introduire  des  corrections  dues  à  la  dif- 
férence de  réfraction  et  à  la  forme  du  disque. 

Les  corrections  de  la  réfraction  furent  calculées  par  les  formules 
i\ouneQs\'):irJSQs%ii\[/htronoinischeUiLtersuchimgen,  vol.  I,  p.  iGS).  Le 
centre  de  gravité  se  trouve  .sur  la  ligne  menée  à  angle  droit  sur  la  ligne 

Jour,,,  de  Math.  (3^  série),  tome  V.  -  Mai   1S79.  I  9 
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des  corneset  en  son  milieu.  Si  dans  le  triangle  plan  formé  par  le  Soleil, 
Mars  et  la  Terre,  o  est  l'angle  à  la  planète,  si  en  outre  a  est  le  rayon 
(le  la  partie  circulaire  du  disque  et  m  la  distance  du  centre  de  gravité 
du  disque  à  la  ligne  des  cornes,  on  a 

8«    .    ,    „ 
m  =  TT—  suHo-' 

Sidoncpet.v  représentent,  suivant  les  notations  adoptées  généralement, 
l'angle  de  position  observé  et  la  distance  du  satellite,  et  5  l'angle  de  po- 
sition de  la  ligne  des  cornes,  les  corrections  de  p  et  de  .y  provenant  de 
la  forme  du  disque  seront 

Ai-  ■■=--  /7isin(p  —  5), 

A/J  =  7COs(/J-^\ 

Si  maintenant  a,  ô,  a'  et  ô'  sont  les  ascensions  droites  et  les  décli- 
naisons (lu  Soleil  et  de  IVÏars,  et  d  leur  distance  angulaire,  on  a,  dans  le 
triangle  Pôle,  Soleil,  Mars, 

cosr/=  sinc?sino'-i-  coso  cosô' cos(a' —  a) 

sin<n?cos$  =  cosôsin(a'  —  a), 

siiu/sinS  =  sinôcosô'  —  cosc?sinô'cos(a' —  a), 

formules  qui  donneront  5,  puis  t^s  et  A/;.  Hall  réduisit  alors  toutes  cfs 
observations  dans  une  Table  dont  voici  la  disposition  : 

Tabi,f.  1.   —    Obseivations  de   Deiinos. 


i.TT 

Wasliiiijili.n. 
T    M. 

P- 

ii- 

i/. 

Nombre 

acs 
iibserv. 

Valeur 

(Je. 
ol.serv 

Wasliinglnn. 
T    M 

- 

- 

i.(. 

Nombre 

lies 
obscrv 

Vjlcar 

des 
observ. 

Aoù 

11 . 

h     m 

|'|./|0,I 

ôg.Gj 

—0  ,01 

+i°o8 

2 

3 

Il      m 

7.."56 

H-o,c3 

+c;;3i 

1 

3 

iG. 

|3.    7,3 

7'-93 

0,00 

-HO  ,02 

2 

3 

i3.i2,o 

So,,s3 

-t-0,02 

-^o,'!3 

= 

3 

» 

17- 

>6.   .,7 

S5,5:S 

— 0 ,  02 

-0,0, 

1 

3 

.C.22,S 

63,2.^ 

-HO.oi 

+  .1,2, 

■: 

3 

.. 

,S. 

10.27,0 

2.11,76 

0,00 

-o,o3 

3 

3 

10. 19,0 

,S2,98 

H-(l,02 

—  0,2  1 

■'1 

3 

» 

18. 

io..SG,o 

2 ',.',,  53 

0,00 

—0,0.', 

■ 

3 

11.     i)  ,  0 

Si,G2 

-ho,o3 

—  0,20 

' 

3 

Et  ainsi  de  sisile  pour  chaque  observation. 
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Cette  Table  contient,  comme  on  le  voit,  le  temps  moyen  de  Wash- 
ington, l'angle  de  position  observé  /),  avec  les  corrections  A^  et  A/; 
provenant  de  la  réfraction  et  de  la  forme  du  disque,  la  distance  ob- 
servée i',  avec  des  termes  de  correction  semblables,  et  enfin  le  nombre 
et  la  valeur  relative  de  chaque  observation;  ces  valeurs  sont  repré- 
sentées par  des  coefficients  de  i  à  5,  i  correspondant  à  une  observa- 
lion  médiocre  et  5  à  une  parfaite. 

Pour  mettre  les  résultats  obtenus  sous  une  forme  plus  commode 
pour  le  calcul,  Hall  les  rapporta  au  temps  moyen  de  Greenwicli, 
le  Nautical  Almanac  anglais  contenant  des  données  pour  la  réduction 
des  observations  des  satellites  et  l'estimation  de  leurs  orbites  sous  une 
forme  plus  commode  que  les  Ephémérides  américaines.  Voici  la  por- 
tion de  cette  Table  correspondant  à  celle  de  la  Table  I  : 


Table  II. 


Observations  ilr  Dciinos. 


!877.>;reonnich. 

Valeur 

i/' 

T.  M. 

relalhc. 

Août  11,82X8 

59,70 

0,DO 

4-0,27 

+""34 

»     .6,75Se 

7', 95 

0,no 

— 0,1.5 

— o,3'3 

»     17,8796 

85, 5o 

o,5o 

+■2,9" 

-+-3, .8 

»     iS,G^7,. 

05.,  7.3 

0,75 

^-o,5o 

-+-0,72 

»     i8,Gn;3 

■^!i\A) 

0,1b 

^  5,83 

+R,',5 

11,82611 
16,7617 

17,89/13 

i8,6'|iC 
18,6728 


7", 90 
81, oS 

0î,'i9 
82,79 


I      ;00 
0,75 

2  ,00 

o,5o 


-4-2,  17 

—0,3. 
-t-1,53 


Cette  Table  contient  les  temps  moyens  de  Gre;  nwich  en  jotu's  et 
fractions  décim;des  de  jour,  les  angles  de  position  et  les  distances 
corrigées,  puis  des  différences  obtenues  en  rctrancliant  les  valeiu's  de 
ces  éléments  de  celles  qui  seront  calculées  plus  loin  d'après  les  élé- 
ments circulaires  approchés  ;  les  différences  Ap  ont  été  réduites  en  arcs 

en  multipliant  par  le  facteur  f— ^-  La  Table  contient  aussi  des  coeffi- 

cients  des  valeurs  relatives  des  observations,  calculés  de  la  manière 
suivante,  pour  donner  la  même  importance  aux  équations  decondiii  on 
provenant  des  mesures  d'angles  et  de  distances:  poiu' une  observation 
cotée  3  dans  laTable  I,  on  suppose  que  deux  mesures  de  doubledistance 
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donnent  une  observation  colée  i,  et  qu'il  en  f  lUl  quatre  d'angles  de 
position  pour  avoir  le  même  coefficient  ;  si  alors  f  est  le  nombre  des 
comparaisons  et  iJ.  le  coefficient  de  la  Table  I,  le  coefficient  de  valeur 

relative  pour  la  Table  II  est  -^  pour  les  angles  et  -^  pour  les  distances. 

5.  Les  méthodes  données  par  Gauss  dans  son  Ouvrage  Theoria 
motus  sont  tliéoriqucment  suffisantes  pour  la  détermination  de  l'or- 
l)ile  d'un  satellite;  mais,  dans  le  cas  présent,  luie  petite  erreur  d'ob- 
servation peut  assez  vicier  le  résultat  pour  ne  rien  donner  même  d'ap- 
[)roximatif.  Il  est  préférable  de  supposer  l'orbite  circulaire,  d'en 
(Jéferminer  les  nœuds  et  Tincbnaison,  ce  qui  fixe  la  position  de  l'orbiie 
|)lan,  puis  de  corriger  les  éléments  circulaires  obtenus  par  la  com|ia- 
raisou  avec  les  observations,  soit  par  des  méthodes  graphiques,  ou, 
dans  le  cas  d'une  faible  excentricité,  par  des  équations  de  condition. 

Si  nous  supposons  l'orbite  circulaire,  le  satellite  paraîtra  se  mouvoir 
sur  une  ellipse,  |irojection  du  cercle  sur  le  plan  perpendiculaire  à  la 
droite  qui  joint  les  centres  de  la  Terre  et  de  Mars,  droite  dont  la  po- 
sition e^t  connue  à  un  moment  quelconque. 

a  et  b  étant  les  axes  de  cette  eUipse,  l'inclinaison  6  de  l'orbite  cir- 
culaire sur  l'orbite  apparente  sera  donnée  par 


Si  maintenant  J  représente  l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur  celui 
de  l'éqnateur,  IS  l'ascension  droite  du  nœud  ascendant  sur  l'équateur, 
-  l'angle  observé  de  la  ligne  des  apsides  dans  l'ellipse  apparente,  et  « 
et  0  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  de  la  planète,  le  triangle  ayant 
pour  sommets  les  pôlts  de  l'équateiu"  et  de  l'orbite  du  satellite  et  1 1 
planète  a  pour  côtés  J,  90°  —  5  et  90°  —  0,  et  pour  angles  opposés  au 
premier  et  au  dernier  côté  t:  —  90"  et  N  —  a  —  90°,  d'où  les  relations 

sin  Jcos(N  —  k)  =;  cos!;  cos-, 
sinJ  sin  (  N  —  aj  =  sin  0  coso^  —  co&O  sin  0  sinrr, 
cosJ  =  siiiô  sin  &  -+-  cos(y  cosi^siurr. 

Les  valeurs  de  0  et  -,  obtenues  par  luie  projection  graphique  des 
observations  faites  vers  le  moment  de  l'opposition  et  rapportées  à  l'unité 
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lie  distance,  sont 

5  =  i9°2o'     et     7:  =  7i°3o'; 

avec  les  valeurs  de  a  et  o  pour  le  28  août  18-7,  les  formules  précé- 
dentes donnent 

J  =  35°49'    et     N  =  48<'3G', 

lie  sorte  que,  le  28  août  1877,  les  éléments  circulaires  approchés  des 
satellites  de  Mars  ét.ùent  les  suivnnls  : 

Deimos.  Pliobos. 

Époque 1877,  août  21  ,7500,  Grecnwicli  T.  I\!.     août  26,8192. 

Période '.  iJ,  2625000  jour  solaire  moyen.  oJ,3i8q436. 

logy. .  .    a ,  45507 II.  3 ,  053.5886. 

Il 32",5o  à  l'unité  de  dislance.  i3",oo. 

J SS''^/.  35°49'. 

N 48"36'.  48°  36'. 

" i3''36'.  3o°oo'. 

L'angle  zi  est  la  distance  angulaire  du  satellite  au  nœud  à  l'époque  con- 
sidérée ou  l'angle  correspondant  à  l'argument  de  la  latitude,  de  sorte  que 

«  =  ('  -t-  -  —  N  =  ('  -I-  '.), 

fêtant  l'anoîiialie  vraie  et  ~  la  longitude  du  périhélie;  les  différences 
données  dans  la  Table  II  ont  été  trouvées  en  coinparant  ces  élémenls 
avec  les  observations. 

Pour  faciliter  le  calcul  de  la  position  d'un  satellite,  Bessel,  dans  son 
Mémoire  sur  l'orbite  de  Titan  [Astronom.  Nachrichten,  vol.  IX,  p.  8), 
introduit  six  angles  auxiliaires  analogues  à  ceux  employés  par  Gatiss 
dans  sa  détermination  de  la  position  d'une  planète  (  Th.  mot.,  art.  53). 
Ainsi,  si  l'on  pose 

sinycosF  =  cos(a  —  N)  cos.T, 
sinysinF=  — sin(a  —  N), 

cos^  =  —  cos(«  —  N)  sinJ, 
sing  cosG  =:  coso  sinJ  —  sin  0  cosJ  siï)(a  —  N), 
sing"sinG  =  —  sinocos(^  —  N), 

cosg-  =  coso  cosJ  -\-  sind^sin  J  sin(c<  —  N), 
sinZf  cosH  =  sino^  sin  J  +  cosfî  cosJ  sin  (a  —  N), 
sin^  sin  H  =  cos5cos(a  —  N), 

cos/i  =  sino  cosJ  —  coso  sinJsin('>:  —  N), 
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on  aura 

X  =  -sin  /sin(F  +  ii), 

j  = -sing  siii(G  + /<), 

z  —  -sin //sin (H  -f-  //), 

(0  étant  la  dist;ince  de  Mars  à  la  Terre,  et  finaleiiien! 

•^-  r 

s  SI!)  W  =  1       S  COS/J  := •• 

'  I  -t-  2  '  '  -r  - 

x,y,z  sont  les  dislances  à  trois  plans  rectangulaires  passant  par  le 
centre  de  la  planète,  dont  l'un  coïncide  avec  le  plan  de  l'orbite  du 
satellite,  et  dont  z  est  la  distance  correspondante. 

La  quantité  :;  est  généralement  assez  petite  devant  l'unité  poiu-  pou- 
voir être  négligée  dans  les  équations  diflérenlielles,  et  son  influence 
sur  la  valeur  de  la  distance  calculée  peut  être  d'ailleurs  ais'ément  ap- 
préciée. Dans  le  cas  des  satellites  de  Rlars,  la  variation  de  grandeur 
de  s  ne  dépasse  jamais  dzo",  o5,  et  l'influence  finale  de  z  sur  la 
mojenne  distance  n'est  pas  sensible;  mais,  comme  elle  peut  amener 
une  légère  modilication  de  l'excentricité,  il  faut  en  tenir  compte. 

Le  Mémoire  de  Hall  contient  une  Table  qui  donne  de  quatre  en 
quatre  jours,  du  lo  août  au  2  novembre  1877,  les  valeurs  de  iogsiny, 
logbing,  logsiu//,  F,  G  et  H  à  midi  moyen  de  Greenwicli. 

i.  Les  équations  différentielles,  élant  indépendantes  de  z,  peuvent 
se  déduire  des  valeurs  de  x  et  7  : 

,9  sin^  —  x=-  '  suMi  cos(c<  —  N)  cosJ  —  cosm  siu  (îz  —  NjJ, 

jf  cosw  =  /  =  -  1  '.inz/[coso  sinJ  —  sinô  cosJ  sin{c.  —  Nj]  —  cosn  sin  5  cosfa  —  ÎJ   |. 

d'où,  en  dillérentiant  et  résolvant  i)ar  rapport  à  ds  eî  dp, 

ds  =  sinfulx  +  cospd)., 
sdp  =  cospdx  —  ^mpd)  . 
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L'équMiioi)  polaire  de  la  trnjectoire  est 

r  =  a    I  —  ecos(r/  —  (,i  \]  ^^  n'.-i  —  ecoso;  cos;^  —  esinoj  sin  ii), 

en  négligeant  les  jîuissances  de  e  supéi'iciires  à  la  première,  puisque 
les  différences  données  dans  la  Table  II  entre  les  éléments  circulaires 
et  les  observations  sont  très-faiblts. 

Posant  ç -— rtecosw,   c  =rtesinoj,   il  vient 

/•=  a  —  cos«.  S  —  sin«  ./j 
et 

t/r  =  c'a  —  cos  u.'ç  —  sm  u.r,. 

Puis  l'équation  du  centre  donne 

H  =  î/o  +  2rtesin(/i  —  co), 
d'où 

du  =  i-Z/^o  +  2sin?i  c  —  2 cos K.  0 

Comme  il  n'existe  encore  aucune  observation  permettant  de  déter- 
miner le  mouvement  diurne  avec  exactitude,  il  faut  ajouter  à  di/ 
un  terme  de  la  forme  iAu.,  l'époque  de  t  étant  le  28  août  à  midi  et 
l'unité  de  temps  étant  de  dix  jours  moyens.  Le  calcul  des  coefficienls 
différentiels  de  dx  et  dy,  par  rapport  aux  diverses  quantités  dont  ils 
dépendent,  et  leur  introduction  dans  les  expressions  de  ds  et  sdp 
donnent  les  équations  différentielles  nécessaires  pour  la  correction  des 
éléments;  elles  sont  de  la  forme 

ds  =  P  AN  -4-  Q  AJ  -i-  R  ^ll  -+-  S  Aa  H-  T|  4-  U/]  +  Y  An, 
sdp  =  P'AN  +  Q'AJ  -+-  IV In  +  S' lu.  +  T'|  -t-  U'-^. 

Introduisant  les  quantités  auxiliaires 

csinC  =  !>in/j,  isinB  =  cos/;, 

ccosC  =  cosp  sino,  è  cosB  :=  sin/;  coso, 

et  posant  A=  -■,  on  a,  en  omettant  l'iudice  de  u  et  remplaçant  par  les 
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arts/ el  g  les  sinus  correspondanls, 

p  =  lc[cs'mu  cosJ  cos(a  —  N  —  C)  —  ccos«  sin(«  —  N  —  C  ], 

Q  =  /isiiiiisinJ  [coso  cospcotJ  -+-  csin(a  —  N  —  C)  •, 

R  =  X-[y  cos(F  +  II)  sinp  -i-  gcos(G  -+-  n)  cos/)l. 

S  =  R^ 

T  =  aRsin»  —  -  cos//, 

a 

U  =  —  2R  cos?^  H-  -  siiu^ 

v  =  î, 

P'=  /•[—  isin«cosJcos(a  —  N  +  B)  +  bco:,U's\n  c/.  ~  N  -i-  B  :], 
Q'=  —  X-sin^isinJ  [cos(?sinp  colJ  +  isin(a  —  N  +  B  ]. 
R'=  k  [/cos(F  +  II)  cos/7  —  g:cos(G  +  u)  siii/)], 
S'=  R'f, 
T'=  aR'siu/i, 
U'=  —  2R'  cos?^ 

Pour  le  calcul,  le  plus  simple  est  de  supposer  n  ~  i ,  ceqiii  exige  la 

5", 3 
nuiltiplication  des  résultats  par  le   facteur  --^-~  pour  les  traiisiorniei 

en  degrés. 

Voici  les  portions  des  Tables  calculées  pai'  Hall  correspondant  à 
celles  données  précédemment  ;  elles  donnent  les  logarithmes  des  coef- 
ficients différentiels.  La  lettre  n  aprèi  un  logarithme  indique  que  le 
nombre  correspondant  est  liégatif  ;  la  dernière  colonne  donne  les  dif- 
férences obtenues  en  substituant  les  v.ileurs  finales  de  AN,  AJ,  .  . . 
dans  les  équations  de  condition. 
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Table  IIT.  —  DeimoS\  Équations  en  s. 
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Dates. 

A0Û1I8-7  . 

is. 

AN. 

AJ. 

A;(.  - 

A.. 

- 

V 

Sa.         DlfTéronce. 

1  1 

9,398 

9,984  « 

9,58o 

0,O22H 

0,532 

o,42on 

9.873» 

0,340 

—"45 

16 

0,009 

8,994 

8,2^8« 

9,oiG 

9,o65« 

o,3i3n 

0,167/! 

0,/i02 

H-0,l5 

17 

0,33; 

0,193 

8,980 

0,M9 

0 , 1 6.5  II 

0,371  " 

o,4ii« 

o,^9'l 

+  2,11 

18 

9,4qin 

9,336 

8,553n 

9,347 

9,3,3« 

0,309 

0,200 

o,/lo5 

—0,04 

iH 

9,32.« 

9,673» 

9.097 

9,636« 

9,'i5-', 

0,387 

o,o53 

0,399 

—0,47 

Table  IV.  —  Deiinos.  Équations  en  p. 


Dates. 
Aoail8-7. 

JA,,.| 

AN. 

AJ. 

A„. 

A^. 

'. 

Différence 

1 1 

9,53i 

9,1, -,3« 

0,307» 

9,964  « 

0,174 

o,i56« 

9,92î 

-o"3i 

16 

9,556« 

9,7'i 

0,090,; 

9.9"" 

9.974 

9,933» 

0,159 

-o,9J 

>7 

0 ,  502 

9,661 

9,5o6 

o,o35n 

0,044 

9.482 

o,33i 

-i-2,41 

18 

9,857 

9,74' 

o,o,'i3« 

9,93on 

9,898 

9,902 

0,177» 

— 0,1 1 

18 

9,672 

9,437 

0,337 

9,937" 

9,905 

0,095 

o,o8o« 

-o,.6 

5.  Les  coeftîcienis  des  équations  de  condition  ayant  été  calculés 
d'après  les  formules  ci-dessus,  Hall  résolut  ces  équations  par  la  mé- 
thode des  moindres  carrés,  après  les  avoir  multipliées  par  la  racine 
carrée  du  coefficient  de  leur  valeur  relative.  Les  sept  inconnues,  cal- 
culées au  moyen  de  quatre-vingt-dix-huit  équations  pour  Deimos  et 
de  soixante-dix-neuf  pour  Phobos,  ont  les  valeurs  suivantes  : 

Phokos. 


Deimos, 

AN=— o.3o,3  ±3,60, 
AJ  = — 0.10,3  ±2,83, 
Am  =  -!-  I  .43,5  rt  6,40, 
Ap.  =  H-o  9,6  ±  1,95, 
2  =  +  o,  i4o4i  ±  0,01377, 

■f}  =  H-o, 121 60  ±0,01825, 
A(7  =:  — 0,1459    zr;o,oii8, 


AN=  —  i.22,8±  16,66, 

AJ  =   -f-  0.58  ,  I    ±    l4i22, 
A?/  =    -H  2.32,2  ±    17,72, 

A/j.  =  +  o .  40 , 6  ±  8 , 8 1 , 

Ç=^+o,a9i2±  0,0167, 

•/)  =  +0,2964  ±  o,oi9<S, 

Art  =— 0,0469  ±  0,0142. 


Journ.  de  Math.  (3«  série),  tome  V.  —  Mai  1879. 
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Les  éléments  des  satellites,  corrigés  d'après  ces  termes  de  correction, 
sont  les  suivants  : 

Deiiiios.  PItobos. 

Époque.  1877,  août  28,0,  Greenwich  T.  M.  Août  28,0. 

Période.  i),262429:=3o''i7"'55%86±:o%985.  oJ,3i89244=7''39"'i5%07±i%i23. 

logy-  .  .  .  2,4550955.  3,0526147. 

n 32",  3541  =t:  o", on 8.  i2",953i  d:  o",oi42. 

J 35°38',7.  36°47',i. 

N 48°  5', 7.  47°i3',2. 

u 4o«53',6±5<'4',98.  45°3o',4±2°ii',  16. 

e 0,005741^0,0004898.  o,o32079rto, 001407. 

Il 357°3o',5.  285''2o',2. 

Pour  Deimos,  la  somme  des  carrés  des  différences  étant  29,0'^  et  le 
nombre  des  observations  de  valeur  égale  à  i  étant  gS  |,  l'erreur  pro- 
bable d'une  observation  isolée  est  zto",3gi;  elle  est,  pour  Pliobos, 
de  ±  o",4i2  :  résultats  bien  satisfaisants,  quand  on  songe  aux  diffi- 
cultés des  observations.  Le  disque  apparent  de  Mars  pendant  l'oppo- 
sition de  1877,  "l^'^'  fallait  bissecter  avec  le  fil  du  micromètre,  était 
de  25' . 

On  voit  que  les  plans  des  orbites  des  satellites  ont  une  très-faible 
inclinaison  sur  l'équateur  de  Mars.  Les  éléments  des  orbites  sont  dé- 
terminés assez  rigoureusement,  sauf  la  durée  de  la  révolution,  qui  ne  le 
sera  complètement  qu'à  la  prochaine  opposition.  Pour  Deimos,  l'ex- 
centricité étant  très-faible,  la  position  de  la  ligne  des  apsides  est  natu- 
rellement incertaine;  les  éléments  circulaires  sont  assez  satisfaisants 
pour  pouvoir  servir  aux  observations.  Pour  Phobos,  l'excentricité  a 
une  réelle  valeur,  qui  ne  peut  être  attribuée  à  des  erreurs  systéma- 
tiques d'observation. 

Ces  données  permettent  maintenant  de  calculer  la  masse  de  Mars 
rapportée  à  celle  du  Soleil. 

D'anrès  Deimos,  elle  serait  - — f.-   ,_^  ,,.,.  ; 
3oy5cii3it:  3485 

D'après  Phobos,        »  = — r.,..^— ; >  • 

'  307845b ±:  10 104 

Ces  deux  résultais  concordent  si  bien  dans  les  limites  de  leurs  er- 
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reurs  probables,  que  Hall  a  pris  pour  la  valeur  de  cette  masse,  d'après 
ses  observations  de  Washington,  la  moyenne  de  ces  d^ux  valeurs,  en 
tenant  compte  de  leurs  justesses  relatives  : 


Masse  de  Mars  = 


3oç)35oo  zh  32g5 


Ces  résultats  obtenus,  Hall  les  compara  avec  ceux  qu'il  put  tirer  des 
observations  faites  aux  Observatoires  de  Cambridge  et  Glascowaux 
États-Unis  et  de  Pulkova  en  Europe.  Quelques  astronomes  anglais  et 
français  (MM.  Henry,  à  Paris)  aperçurent  bien  les  satellites,  tout  au 
moins  Deimos,  mais  leurs  observations  ne  furent  pas  assez  suivies  pour 
eu  tirer  de  bons  éléments  de  calcul;  et  encore  Hall,  faisant  surtout 
cette  comparaison  pour  voir  s'il  n'y  avait  pas  dans  sa  manière  de  pro- 
céder une  erreur  systématique,  conserva-t-il  les  valeurs  de  la  durée 
de  la  révolution  et  de  la  position  des  orbites  fournies  par  ses  obser- 
vations de  Washington,  qui  embrassaient  un  bien  plus  grand  laps  de 
temps.  Il  eut  seulement  à  calculer  à  nouveau  les  valeurs  de^,  F,  g,  G,  ce 
qui  lui  donna  par  comparaison  avec  les  observations  une  valeur  de  As, 

d'où  Aa  se  déduisit   par  la    relation  Aa  ^ As  ^ As. 

'  as  s 

Les  observations  faites  à  Cambridge  (États-Unis)  par  M  Léonard 
Waldo,avec  un  objectif  de  i  5  pouces,  se  trouvent  dans  les  y^.?iro«omj4^c//^ 
Nachrichten,  n°  2190;  elles  vont  du  28  août  au  5  octobre  1877  pour 
Deimos  et  du  4  au  23  septembre  pour  Phobos.  Elles  ont  fourni  poul- 
ies valeurs  du  grand  axe  de  l'orbite  et  de  la  masse  de  Mars  : 

Deimos n  r=  33.",(Jo89  d:  o",o454,     m  =z 


3o233i9 

Phobos «  ^  I  3"  ,  0080  ±  o"  ,  0266,       m  =   — — — TT-r  • 

3039643 

Les  observations  faites  à  Glascow  (Missouri,  États-Unis)  par  M.  Henry 
S.  Pritchett,  avec  un  objectif  Clarke  de  12  |  pouces,  s'étendent  du 
28  août  au  28  septembre  pour  Deimos  et  du  7  au  iZ  septembre  pour 
Phobos;  elles  sont  publiées  dans  les  Astronoinische  Nachrichten, 
n"2172. 
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Elles  fournissent  les  résultats  suivants  : 
Deimos «  =  3?," ,6o52  zh  o" ,  1 008,     masse  de  Mars  =  T~7/T7«' 

I 

Phobos rt  =  i2",53o4±  o",o32r,     niasse  de  Mars  =  57 — ^^  • 

'        ^  '  34ood3o 

Enfin,  les  quelques  observations  de  Deimos  faites  à  Pulkova  en  sep- 
tembre, par  M.  Wagner,  avec  une  lunette  de  i5  pouces,  donnent  : 

Deimos «  1=  32",  in6±  o",  121,     masse  de  Mars  =r  — -• 

3140996 

Hall  regrette  le  peu  d'observations  des  satellites  faites  en  Europe, 
surtout  de  Phobos,  qui  n'aurait  été  aperçu  qu'à  Greenv^^ich  et  à  Oxford; 
il  l'attribue  en  partie  aux  difficultés  provenant  des  latitudes  trop  sep- 
tentrionales des  observatoires  européens,  en  partie  à  l'imperfection  de 
quelques-uns  des  instruments. 

La  valeur  moyenne  de  la  niasse  de  Mars,  d'après  ces  trois  groupes 
d'observations  et  en  ayant  égard  à  leur  degré  probable  d'exactitude, 
est 

3107713 

résultat  très-concordant  avec  celui  de  Hall  et  donnant  la  plus  grande 
confiance  dans  la  valeur  de  celui-ci. 

La  masse  de  Mars  a  fréquemment  changé  de  valeur  depuis  Laplace, 
et  toujours  en  diminuant;  Laplace  assignait  à  la  masse  de  Mars  la  va- 
leur 

I 
'"  ^  1846082' 
Delambre  la  réduisit  à 

2546320 ' 
les  Ephéinéricles  nméricaines  donnent,  d'après  Burckhardt, 

I 

les  Tables  du  Soleil  de  Hansen  et  Olufsen  donnent 


m  =  TT ■: 

0200900 
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Le  Verrier,  dans  ses  Annales,  adopte  d'abord  la  valeur  de  Biirckhardt, 
puis  la  réduit  à 


2994790 
ot,  dans  le  XP  Volume,  la  réduit  encore  à 


2812526' 

Hall,  d'après  ses  observations  de  Washington,  a  trouvé,  comme  on  l'a 
vu  déjà, 


3o935oo±3295 


Les  éléments  trouvés  des  orbites  des  satellites  montrent  qu'ils  se 
meuvent  tous  deux  dans  un  plan  très-voisin  de  l'équateur  de  Mars 
et  permettent  de  déduire  toutes  les  particularités  de  leurs  mouvements. 
Le  mouvement  horaire  aréocentriqiie  de  Phobos  est  de  47'')033;  la 
rapidité  de  ce  mouvement  et  sa  proximité  de  Mars  doivent  produire 
des  effets  très-curieux  pour  un  observateur  placé  sur  la  planète;  il 
atteint  et  dépasse  l'autre  satellite  Deimos,  dont  le  mouvement  horaire 
est  seulement  de  1 1°,882;  leurs  distances  respectives  à  Mars  sont  de 
26800  et  10  700  kilomètres  pour  Deimos  et  Phobos.  Le  rayon  delà  pla- 
nète étant  de  3885  kilomètres,  la  parallaxe  horizontale  de  ce  dernier 
satellite  atteint  21  degrés. 

La  grandeur  des  satellites  n'est  pas  bien  connue;  peut-être  est-on  seu.- 
iementen  droit  de  dire  qu'ils  sont  fort  petits.  Une  détermination  pho- 
tométrique du  professeur  Pickering,  directeur  de  l'Observatoire  de 
Harvard  Collège  (Cambridge,  Éiats-Unis),  d'après  des  observations 
encore  inédites,  assigne  à  Deimos  un  diamètre  de  1 1  kilomètres  et  un 
de  i3  kilomètres  à  Phobos.  L'astronome  irlandais  Wentworth  Erck 
attribue  à  Deimos  un  diamètre  de  26  kilomètres;  ses  observations  sont 
publiées  dans  V Astronomical  Remisier,  janvier  1878.  Quant  à  l'éclat 
des  satellites,  d'après  l'examen  de  toutes  les  observations  connues  et 
l'opinion  des  observateurs,  Hall  considère  que  Deimos,  pendant  l'op- 
position et  à  son  élongation,  est  de  la  douzième  grandeur  de  l'échelle 
d'Argelander;  Phobos  est  un  peu  plus  brillant. 
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Il  est  très-important  de  déterminer  l'éclat  apparent  des  satt-llites,  car 
on  peut,  d'un  côté  chercher  d'avance  les  oppositions  favorables  de 
Mars  où  ils  seront  visibles,  d'un  autre  se  rendre  compte  des  causes 
d'insuccès  de  leurs  observations  jusqu'à  ce  jour. 

Si  r  et  A  sont  les  distances  d'un  corps  au  Soleil  et  à  la  Terre,  l'éclat 
de  ce  corps  réfléchissant  est  représenté  par  -^—^,  c  étant  une  constante. 

D'après  cela,  Hall  dressa  le  Tableau  suivant,  en  prenant  pour  unité 
d'éclat  l'éclat  de  Deimos,  vu  le  i*^"^  octobre  1877  dans  l'équatotial  de 
9,6  pouces  de  l'Observatoire  naval  des  États-Unis;  la  déclinaison  de  Mars 
ayant  de  l'influence  sur  l'éclat,  est  donnée  en  regard  des  coefficients 

Dates.  Éclat.  Déclinaison.  Remarques 

1783.        a  octobre 1,12  —  0,7  Observations  d'Herschel. 

1798.       2  septembre i.35  — 14'3  » 

1815.      f]  octobre Oi97  "*"  *^)7  " 

183D.      i3  sepienibre i>27  —  6,9  » 

18i-3.       4j"in •'jVO  — 25,3  » 

IS'io.      18  août ..  1,38  — '9' 4 

18'i^7.     23  octobre 0,86  4-i3,3 

1860.     22  juillet 1,21  — ?7,5 

1862.     29  septembre i,!3  -(-    i,g  Observations  de  d'Arrest. 

18C4.     23  novembre o,55  -f-23,8  » 

1875.     28  juin Oi94  — ^7'7  " 

1877.      1 1  août i,i4  — 10,2  Date  (11- la  découverte. 

1877.       2  septembre i,35  — '"'9  " 

1877.        !"■  octobre 1,00  — 12, 5  • 

1877.     1 5  octobre 0,76  — ii,3  » 

1877.     3!  octobre o,52  —  8,9  » 

1870.      10  octobre 0,63  -)-i8,4 

1879.        4  no^c'^'^re 0,73  -t-i8,3  » 

1879.     29  novembre o,56  -{-17,2  » 

Herschel  s'est  trouvé,  en  1783,  à  peu  près  dans  les  mêmes  condi- 
tions qu'au  moment  de  la  découverte,  f.es  oppositions  les  plus  favo- 
rables ont  été  celles  de  1798,  i83o,  i845,  1862  et  1877;  en  1860 
et  1875,  la  grande  déclinaison  sud  de  la  planète  rendait  les  observa- 
lions  très-difficiles  pour  les  observatoires  septentrionaux.  Les  satellites 
seront  visibles  du  10  octobre  au  29  novembre  1879,  ^^  ^^^  observa- 
tions seront  favorisées  par  la  faible  distance  zénithale. 
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8.  Pour  faciliter  les  observations  de  1879,  il  reste  à  établir  les 
éphéniérides  pour  cette  année.  Les  éléments  en  sont  rapportés  à  midi 
moyen  de  Greenwich  ;  les  quantités  y^,  F,  g,  G  sont  les  auxiliaires  de 
Bessel,  calculées  pour  la  position  de  l'orbite  de  Deimos,  mais  suffi- 
santes en  outre  pour  les  éphémérides  de  Pliobos.  Les  valeurs  de  // 
sont  données  pour  chaque  satellite,  u^  pour  Phobos  et  m.>  poin*  Dei- 
mos ;  cet  angle  est  estimé  dans  l'hypolhèse  d'orbites  circulaires.  Comme 
du  28  août  1877  au  i*''  novembre  1879  il  y  aura  629  révolutions  de 
Deimos  et  2490  de  Phobos,  les  erreurs  probables  de  périodicité  de  ces 
satellites  produiront  les  erreurs  probables  suivantes  sur  leurs  longi- 
tudes : 

Pour  Deimos au  ^±    2°, 62, 

Pour  Phobos A«  =  rb  36°, 5  5. 

L'erreur  de  l'angle  de  position  provenant  de  A;^  sera  donnée  par  la 
relation 

A/;  =  —  [Jco&p  cos(F  +  u)  —  g-sin/7cos(G  +  //,)]  A«, 

p  étant  la  distance  de  Mars  à  la  Terre.  Pour  Deimos  l'erreur  probable 
sera  très-faible,  et  pour  Phobos  elle  ne  peut  produire  aucune  erreur 
dans  le  nombre  de  révolutions  accomplies  par  ce  satellite. 


l()0 
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EphémérUles  de  1870. 


1879 
Oct.  10,0 


)6  o 


2  '1 .  o 
26.0 


9,912'iS 

9,91227 
9,9'2i3 
9.9"92 
9,9"73 
9.9' "S-i 
9.9"29 
9,91100 
9,9ioS3 
9,91063 

9,9'o-l2 
9,91026 
9.91012 
9.91003 
9.9"9:)6 
9.90994 
9. 90996 
9,91002 
9,91011 
9,91023 
9,9io3S 
9.9'OJ') 
9.9'07'i 
9,91093 
9,91112 


19.2 
.3i,i 
47.4 

8,4 
33,9 

3,5 

37.7 
i5,6 
57,3 
42,3 
3o,3 


37,3 


9.779'2 
9.77971 
9,78053 

9.78'47 
9,78257 
9,78381 
9,78017 
9,78665 
9,7882.1 
9,78990 
9.79''53 

9.79340 
9.79320 
9.79701 
9.798S' 
9,Soo57 
9,80228 
9,8o3gi 
9,SoS53 
9,80702 
9,80845 

9.80977 
g,8iioo 
9,8i2i3 
9,8i3i4 
9,81407 


328.43,3 
328.40,3 
328.39,1 
328,39,4 
328.41,3 
328.44,8 
328.49,8 
328.56,5 

329.  4,6 
329  14,0 
329.24,9 

329.37,1 
329  5o,6 

330.  5,0 
33o.3o,2 
33o.36,i 
33o.52,7 
33..  9,7 
33i.26,i 
331.42,8 
33i  .58,9 

332. .4, 4 
332.29,3 
332.42,7 
332.55,3 
333.  6,5 


2o3, 14 
300,73 

38,32 
i35,9i 
233, 5o 
33i,o8 

68,67 

166,36 

363,85 

1,43 

99.02 

196,61 
29 ',,20 

31,78 
129,37 
226,96 
3a'|.ô3 

62, lî 
159,72 
257, 3i 
354,90 

92,49 
190,08 
287,66 

I22',84 


109,69 
320,03 

.70,.35 
20,68 

23l,01 

81,34 
291,68 
142,01 

352,34 

203,67 

53,00 

263.33 
ii3,66 
323,99 
174,32 

24 ,  65 
23^98 

85, 3i 
295,6', 
145,98 
356, 3i 
206,64 

56,97 
267,30 
117,63 
327,96 


—  ■a  A 
-4.3 
— 4.2 

—4,2 
-4.2 

—4.' 


-4.0 

-4.0 
-4.0 
-4.0 
-4,0 
-4.0 
-4,0 


-'1.2 
-4,2 
-4,3 
-4.3 


Dans  cette  Table,  les  valeurs  de  u  sont  données  en  degrés  et  en 
décimales  de  degré;  celles  du  mouvemeiit  diurne,  estimées  de  la  mèiiie 
manière,  et  celles  des  moyennes  distances  des  satellites  sont  les  sui- 
vantes : 

Phobos a  =  12", 9531,     p  =  ii28°,    794, 

Deimos a  =  Sa", 354 1,     ."■  — '   285°,  1 645. 

L'angle  de  posiiion  et  la  dislance  seront  donnés  par  les  formule.s 


s&\np  =  -ysin(F  h-  u) 
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et 

S  COS p  :=- g  Siu  [G  -h  II). 

La  valeur  de  n  se  tirera  par  interpolation  des  valeurs  deii,  ou  de  a^, 
suivant  le  cas. 

Ainsi,  pour  avoir  la  position  de  Deimos  le  20  octobre  1879,  on 
prend  u  dans  la  Table  précédente  et  l'on  a  le  calcul  suivant  : 

u=    81.20,4  'og^^='>5og9 

F  =  35 1.   3,5  log(0=9,7OO2 

G  =  328./i4,8  ' 

F -h  ri  —    72.24         sin(F  +  h)  =  9,9792  sin(G  +  ^z)  =  9,8848 

G-H//=    5o.    5  /=  9,91 17  g  =9,7838 

-  =  I ,8097  =  I ,8097 


isiiip  =  I  ,7006 

scosp  =  I  ,4783  p  =  59",  oG 

sin/j  =  9,9333  i  =  58",52 

Si  Ton  veut  de  la  position  des  deux  satellites  le  i'^'' novembre  1879 
à  minuit  moyen  de  Washington,  qui  correspond  à  17'' 8"",  2  de  Green- 
wich,  le  calcid  se  fera  comme  il  suit  : 

A;!  =  17 ''8'",  2  =  oJ,  7  r4o. 


Phobos. 

Deimos. 

log  At  —  9,85370 

log  A^  =  9,85370 

log   a  =  3,o52Gi 

log  [j.  =  2,455  10 

A«  =  805.95 

Au  =  2o3.6i 

I 96 . 6 I 

263.33 

u  --=  282 .  34 

M  =  I 06 . 56 

F  =  355.40 

F  =  355.40 

G  —  329.42 

G  =  329.42 

F  -{-  u  —  278.  i4 

F  +  u=  f02.36 

G  +  «  =  252.  16 

G  +  n=    76.38 

\oga  —  1,  1 124 

logn=  1,5099 

logp  nr-.  9,6839 

log  p=r  9,6839 

Jourii.  de  Math.  (j'=  série),  tome  V.  — 

Mai  1S7Ç). 
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siii  (F  +  M)9,9955n     s\n{G-h  u)ç),g'jSç}?i     sin  {¥  +  u)  c,,ç)Sç)^     sin  (G  +  m)  9,9880 

/ 9.9103        g 9.7941        / 9'9io3     g 9,7941 

- .,4285        - 1,4285        - 1,8260     - i,Sa6o 

ssmp 1,3343?;  ss,'mp..        1,7257 

scosp...     1,201 5n    p 233", 63       i-cos/;...     1,6081     p 52", 67 

sinp 9,9059»  sin/j.  ...     9,9004 

s 26",82  s 66",  88 

A  cet  instant,  rerrenr  probable  de  ?i  donnera  les  erreurs  probables 
suivantes  dans  les  angles  de  positions  : 

Pour  Pliobos ±8°, 09, 

Pour  Deimos zh  o°,58. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  la  marche  à  suivre  dans  chaque 
cas  particulier.  Si  l'on  veut  observer  un  satellite  et  comparer  l'angle 
observé  et  la  distance  avec  leurs  valeurs  estimées,  on  commencera  par 
corriger  le  temps  de  l'observation  de  l'aberration,  avant  de  le  rap- 
porter au  temps  de  Greenwich. 

T/examen  des  éphémérides  pour  1879  montre  que  les  élongations 
des  satellites  auront  lieu  pour  des  angles  de  position  de  53  degrés 
ou  233  degrés,  le  maximum  de  distance  apparente  sera  de  27  secondes 
pour  Phobos  et  de  67  pour  Deimos.  Les  ellipses  apparentes  décrites 
par  les  satellites  pendant  cette  opposition  de  Mars  seront  un  peu 
plus  excentriques  que  celles  de  1877,  et  l'extrémité  du  petit  axe  de 
la  trajectoire  de  Deimos  ne  sera  qu'à  quelques  secondes  du  limbe 
(le  la  planète.  La  déclinaison  de  la  planète  étant  alors  de  18  degrés 
Nord,  il  y  a  lieu  de  compter  sur  une  excellente  série  d'observations. 
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Complément  a  une  étude  de  1871  sur  la  théorie  de  l'équilibre 
et  du  mouvement  des  solides  élastiques  dont  certaines  dimen- 
sions sont  très-petites  par  rapport  h  d'autres  [*]. 

Pae  m.  J.  BOIJSSIXESQ. 


I.  —  Caractère  distinctif  des  modes   d'équilibre  que  présentent 

LES    CORPS    très-allongés    OU   TRÈS- APLATIS   ^TIGES   ET  PLAQUES    . 

1.  L'équilibre  statique  ou  dynamique  d'une  tige  et  d'une  plaque  pré- 
sente un  caractère  important,  tenant  à  la  forme  mèine,  très-allongée  ou 
trés-aplatie,  de  ces  corps,  et  qui  permet  d'en  donner  une  théorie  appro- 
chée beaucoup  plus  simple  que  la  théorie  générale  de  l'élasticité  des 
solides. 

Concevons  la  tige  ou  la  plaque  divisée  en  tronçons  sensiblement 
prismatiques,  dont  chacun,  limité  par  la  surface  même  du  corps  et  par 
un  couple  de  plans  parallèles  menés  à  peu  près  normalement  à  cette 
surface,  dans  le  cas  d'une  tige,  ou  par  deux  couples  de  plans  pareils 
dans  le  cas  d'une  plaq^ue,  ait  ses  trois  dimensions  comparables  entre 
elles.  Deux  tronçons  voisins  se  trouveront  dans  des  conditions  à  fort  peu 
près  pareilles,  tant  sous  le  rapport  de  leur  position  relativement  à  l'en- 
semble du  système,  à  ses  limites,  aux  surfaces  de  part  et  d'autre  des- 
quelles la  constitution  des  tronçons  varierait  rapidement  de  l'un  à 
l'autre,  etc.,  que  sous  le  rapport  des  forces  extérieures  appliquées  à 

r*]  Étude  insérée  dans  le  Volume  de  187  i  t\\i  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées  2' série,  t.  XVI  .  Le  complément  actuel  a  pour  but  de  sini|)lifier  et  d'é- 
tendre les  théories  exposées  dans  cette  Étude.  Diverses  circonstances  en  ont  retardé  la 
publication  jusqu'à  ce  jour,  quoique  sa  rédaction  date  de  novembre  1876  (tant  pour 
la  partie  imprimée  ici,  dans  les  n"'  de  mai  et  juin,  que  pour  celle  qui  concerne  les 
plaques  et  qui,  je  l'espère,  suivra  très-prochainement). 
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la  masse  et  à  la  superficie  de  la  tige  ou  de  la  plaque.  Il  n'y  aura  d'ex- 
ceptions que  pour  des  régions  relativement  peu  étendues,  voisines  de 
points  présentant  quelque  particularité,  comme  seront,  par  exemple, 
les  extrémités  d'une  tige,  le  contour  d'une  plaque,  les  points  d'appli- 
cation de  forces  extérieures  exceptionnellement  grandes.  Si  donc  on 
t'ait  abstraction  de  ces  régions  restreintes,  l'équilibre  d'un  tronçon 
quelconque  à  fort  peu  près  prismatique  présentera  cette  circonstance, 
que  les  composantes  N,  T  des  pressions  et  les  déformations  3,gy  seront 
seiîsiblement  les  mêmes,  soit  tout  le  long  d'une  même Jibre  longitudi- 
nale perpendiculaire  aux  bases  du  prisme,  s'il  s'agit  d'une  tige,  soit 
sur  toute  l'étendue  d'une  couche  quelconque  parallèle  aux  bases  du 
prisme,  s'il  s'agit  d'une  plaque.  Au  contraire,  les  mêmes  pressions  et 
déformations  varieront  en  général  d'iuie  manière  très-notable  dans  les 
sens  des  dimensions  transversales  d'une  lige  ou  dans  celui  de  l'épais- 
seur d'une  plaque.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  les  actions  extérieures 
directement  appliquées  à  la  masse  du  tronçon  (y  compris  l'inertie 
ilans  le  cas  d'un  équilibre  dynamique),  et  celles  qui  le  sont  à  la  |ior- 
lion  de  la  superficie  du  corps  qui  fait  partie  de  la  surface  du  tronçon, 
n'ont  qu'une  influence  minime  sur  les  forces  N,  T,  toutes  ces  actions 
n'étant  presque  rien  en  comparaison  de  celles  qui  agissent  sur  le  reste 
du  corps  et  dont  l'ensemble  donne  lieu  aux  réactions  intérieures  N,  T. 

Les  pressions  se  trouveront  donc  presque  réparties,  aux  divers 
points  d'un  tronçon,  comme  elles  le  seraient  dans  un  prisme  droit 
sensiblement  égal,  d'une  constitution  peu  différente  de  la  sienne,  et 
la  mémo  tout  le  long  d'une  perpendiculaire  quelconque  aux  bases 
s'il  s'agit  d  un  tronçon  de  tige,  ou  sur  toute  l'étendue  d'un  plan  quel- 
conque parallèle  aux  bases  s'il  s'agit  d'un  tronçon  de  plaque  :  la  masse 
du  prisme,  et  sa  surface  latérale  dans  le  cas  de  la  lige,  ou  ses  bases 
dans  le  cas  de  la  plaque,  étant  d'ailleurs  supposées  libres  de  toute 
action  extérieure,  tandis  que  sa  matière  serait  sollicitée  et  déformée 
pareillement,  soit  tout  le  long  d'une  perpendiculaire  aux  bases,  dans 
le  premier  cas,  soit  aux  divers  points  d'un  plan  quelconque  parallèle 
aux  bases,  dans  le  second. 

De  pareils  modes  simples  d'équilibre  d'un  prisme  devant  servir  de 
type  à  ceux  que  présentera  une  tige  ou  une  plaque,  c'est  par  eux  que 
nous  commencerons  l'étude  de  chactuie  de  ces  deux  espèces  de  corps. 
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II.  —  Des  modes  d'équilibre  d'un  prisme  qui  servent  de  type 

A    CEUX    d'un    tronçon    DE    TIGE. 

2.  Nous  supposerons  la  confextiire  syméliique  par  rapport  aux 
bases  ilu  prisme,  c'est-à-dire  par  rapport  aux  sections  normales  de  la 
tige,  comme  il  arrivera  toujours  dans  la  pratique,  et  nous  prendrons 
pour  plan  desj'ziine  de  ces  bases  du  prisme  dans  l'état  primitif,  pour 
axe  des  a:  une  perpendiculaire  menée  vers  l'autre  base.  J'appellerai  : 

7  toute  section  du  prisme  par  un   |)lan  parallèle  aux  yz; 
V.  l'angle  que  la  normale  à  un  élément  de  son   contour,  menée  vers 
le  ilehors,  fera  avec   l'axe  desj"; 

~  —  y.  ou  u  —  -  l'angle  que  fera  la  même  normale  avec  l'axe  des  z. 

Les  équations  indéfinies  de  l'équilibre  seront,  avec  les  notations 
de  Lamé,  bien  connues  : 

,  .  rfT,  (11,  _  rfN,  rfN,  _^  (il,  _  dT,  f/T,  rfN,  _  dj, 
^     '        dy  dz  dx  dy     '      dz  dx.  dy     '      dz  dx 

Il  faudra  y  joindre  les  conditions  spéciales  au  contour, 

I   T3  cosa -I- T,  sina  =  o, 
(2)  (sur  le  contour)   -   No  cosk  +  T,  sinj;  =  o, 

'  T,  cosa -!- N3  sinc<  =  o, 

conditions  qui  signifient  que  la  surface  latérale  ne  supporte  aucune 
pression. 

Dans  le  cas  où  le  corps  serait  composé  de  plusieurs  prismes  de  consti- 
tution différente  accolés  sur  toute  leur  longueur,  il  y  aurait. à  vérifier 
en  outre,  sur  leur  surface  de  séparation,  six  conditions  spéciales  expri- 
mant, les  unes,  l'égalité  des  petits  déplacements  moléculaires  u,  f,  w 
des  deux  cotés  de  chaque  élément  de  ces  surfaces,  les  autres,  l'égalité 
deux  à  deux,  avec  signes  contraires,  des  composantes  des  pressions 
appliquées  aux  deux  faces  de  l'élément  superficiel  considéré. 

La  contexlure  étant   d'ailleurs  symétrique  par  rapport  au  plan  de.s 
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y  z^  les  six  déformations 

,3,             *   ''^'^'    ' 

dr        '        dz 

d,v          du 

oo 

-.77- ~ 

"  di 

dilalalions  et  glissements  éprouvés  par  des  éléments  matériels  recti- 
lignes  menés  priiuiiivement  parallèles  aux  axes  à  partir  du  point  quel- 
conque {x,j,z),  s'exprimeront  en  fonction  des  pressions  N,  Tau 
moyen  de  formules  de  la  forme 


(4) 


c\,  =  A^N,-fiN,-/5'N3-,3"T,), 

^,.  ^^  —  -^  AN,  4-  trois  termes  en  Nn,  N3,  T,, 

?,  =^  —  ■'î'AN,  +  trois  termes  en  No,  N3,  ï,, 

gy.  =  —y;" AN,  +  trois  termes  en  No,  Nj,  T,, 

g..  =  GT,+  HT3, 

g.,,  =  G'T3-t-H'T,. 


Les  coefficients  spécifiques  A,  ;?,  fj' .  jS",  ...,  G,  II,  G',  H'  ne  dépen- 
dront pas  de  X,  à  cause  de  1  homogénéité  admise  aux  divers  points 
de  chacune  des  fibres  parallèles  aux  x  d'un  bout  à  l'autre  du  tron- 
çon; mais  ils  varieront  d'une  manière  quelconque  en  fonction  de^,  z. 
J'admettrai  toutefois  que  les  trois  nombres  -/i,  r;',  r,"  soient  constants; 
ce  qui  revient  à  supposer  qu'il  s'agit  d'une  tige  dont  toutes  lesJibreSj 
si  ou  les  isolait  les  unes  des  autres,  de  manière  à  avoir 

N...  =  0,      N3=:0,      T|=o, 

i-'proui'eraient  d'égales  déformations  latérales 

^=  f^^    ,       ;\.r=  —  /;'?.,        a  ,_^:z  —r"'i 

sous  l'effet  de  tractions  produisant  sur  toutes  une  même  dilatation  lon- 
gitudinale ^j.. 

3.  On  sait  encore  que  l'expression 

(5)  î<,j_^  +  îs'^j^.+  N3S,  +  T,g,,  +  T,gr„  +  T,^,,. 

homogène  et  du  second  degré  en  N,,N2,  ...,  T3  quand  on  y  remplace 
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les  D,  g  par  leurs  valeurs  (4),  est  essentiellement  positive,  à  caus(>  du 
fait  de  la  consommation  d'un  certain  travail  par  tout  corps  qu'on 
écarte  de  son  état  naturel.  D'après  les  formules  (4),  nous  pourrons 
dédoubler  cette  expression  en  deux  autres,  dont  l'une  ne  contiendra 
que  Tj,  T3  et  l'autre  que  N,,  Nn,  N3,  T,. 
Nous  décomposerons  celle  ci, 

(6)  N,.\.  +  N,?,,  +  N3.\-  +  T,g,„ 

en  quatre  carrés,  de  la  manière  suivante.  Après  avoir  substitué  à 
^x,  ^yi  '';!  gyz  lenrs  valeurs  (4),  remarquons  que  A  est  >  o  [vu  que  l'ex- 
pression essentiellement  positive  (G)  se  réduit  à  AN^  quand  N^îNj,!, 
s'annulent].  'Groupons  ensemble  les  termes  affectés  de  N,,  en  y  ajou- 
tant d'ailleurs,    pour   le    retrancher   de    l'autre   groupe  de    termes, 

le  carré  j  [d^N,  +  i^'N,  +  ,^i"T,)  + (-cNo-h -/j'Na -H  •/3"T,)J-.  L'expres- 
sion {Q>)  se  composera  :  i"  du  carré 

(7)  |r2lS.  -  (,SN,+  ,3'N3+  iS"T,j  -(■/,N,-f--/3'N3  +-/3"T,)]^  : 

2"  d'un  polynôme  homogène  du  second  degré  en  Nj,  N3,  T,.  Ce  der- 
nier devra  rester  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  Nj,  N3,  T,,  car 
l'expression  (6)  se  réduit  à  cette  seconde  partie  quand  on  prend 

N.  =  i(/3N,  -+-  fi'N,  +  /3"T,)  -I-  i(-/3  N,  +  •„'N3  +  r"! ,). 

En  traitant  le  polynôme  dont  il  s'agit  comme  il  vient  d'être  fait  pour 
l'expression  proposée  (6),  on  en  extraira  de  même  successivement 
trois  carrés,  qui  contiendront  :  le  premier,  N,,  NjjT,;  le  deuxième, 
N3,  T,  ;  le  troisième,  T,. 

Le  terme  (7)  peut  encore  s'écrire  identiquement,  à  cause  de  la  pre- 
mière formule  (4), 

f[x+(N.--'3N.-r/N3--.;"T,)]' 

=  |[j-(N,--/)N,-r/N3-r/'T,)]V^^(N,--cN,->5'N3--/7"T.) 

=. -^  [(v,  -  ,3)N,-f- i  V  -  p')N3 -+- (V- fi-jT,]^ 
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Egalons  l'expression  (6)  à  ce  dernier  membre,  augmenté,  comme  il 
a  été  dit,  d'une  somme  de  trois  carrés,  ayant  la  forme 

b(N,  +  7N3  +  7'T,  r  4-  c(N3  +  7"T.  r  +  àJl 

où  b,  c,  d  sont  trois  coefficients  plus  grands  que  zéro;   puis  suppri- 
mons de  part  et  d'autre  le  terme  N,  ^^..  Il  viendra 

-3..(-/!N,  +  r/N,  +  V5"T,). 

4.  Enfin,  la  supposition,  spéciale  à  notre  problème,  d'après  laquelle 
l'état  de  la  matière  est  le  même  en  tous  les  points  d'une  parallèle  à 
l'axe  des  a',  s'ex|)rimera  par  les  six  relations 

(9)  ^^,  (N,,N„N3,T.,T„T3)  =  o. 

Nous  nous  contenterons  d'abord  d'admettre  les  cinq  conditions  sui- 
vantes, qu'entraînent  les  formules  (g),  mais  qui  sont  moins  particu- 
lières : 

{g  bis)  ^^(T3,T,)=.  o,    -J,'N„N3,T,)  =  o. 

Les  résultais  auxquels  nous  arriverons  ainsi  pourront  donc  s'ap- 
pliquer, non-seulement  aux  modes  d'équihbre  pour  lesquels  les  rela- 
tions(9)  sontsati.sfaites,  mais  aussi  à  ceux  pour  lesquels  ces  relations(9) 
ne  le  sont  pas,  quoique  les  équations  (9  bis)  continuent  à  l'être.  Ceux-ci 
seront  les  modes  d'équilibre  d'un  tronçon  de  tige,  dans  le  cas  où  l'on 
admettra  que  les  forces  tangentiellesTj,  Tj  soient  beaucoup  [dus  petites 
queN,  et  où  l'on  fera  une  étude  de  deuxième  approximation  du  mode 
d'équibbre.  Il  est  évident,  en  effet,  qu'on  aura,  dans  ce  cas,  une  pre- 
mière approximation  en  annulant  TjjTo  et  supposantindépendantesde  jr 
les  autres  forces  N,T:  par  suite,  une  approximation  plus  élevée  s'obtien- 
dra in  attribuant,  d'une  part,  à  T3,  To,  de  petites  valeurs,  relativement 
peu  variables  d'un  bout  à  l'autre  du  tronçon  ou  qui  aient  leurs  dérivées 
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en  X  assimilables  à  zéro,  d'autre  part,  à  No,  N3,  T,,  des  valeurs  va- 
riables linéairement  ou  ayant  leurs  dérivées  secondes  en  x  insen- 
sibles, comme  il  arrive  pour  tonte  fonction  cpi'on  ne  considère  que 
dans  une  partie  restreinte  du  champ  total  où  se  jiroduisent  ses  varia- 
lions.  Ainsi  les  modes  d'équilibre  vérifiant  les  relations  (9  bis)  seront 
toujours  une  première  approximation  de  ceux  que  présentera  un  tron- 
çon de  tige  ;  et  ils  en  seront  même  une  deuxième  approximation,  dans 
le  cas  ailles  composantes  tangentielles ,  T3,  T2,  des  pressions  exercées 
sur  les  sections  normales  de  la  tige,  n' égaleraient  que  de  petites Jractions 
de  la  composante  normale  correspondante  IV, . 

Toutefois,  les  deux  dernières  équations  indéfinies  (i)  et  les  deux 
dernières  conditions  spéciales  (2)  ne  continueront  alors  à  être  admis- 
sibles, à  la  deuxième  approximation,  qu'au  tant  que  la  forme  du  tronçon, 
à  l'état  naturel,  différera  assez  peu  de  celle  d'un  prisme,  et  que  les  com- 
posantes transversales  (dirigées  suivant  les  j  et  les  z)  des  actions  exté- 
lieures  exercées  siu'  la  masse  et  sur  la  surface  latérale  du  tronçon  con- 
tinueront à  être  négligeables,  mêmeà  cette  approximation,  ou  ne  seront 

pas  d'un   ordre  de  grandeur  plus  élevé  que  les  dérivées  —  (T:j,  T,). 

Quant  à  la  première  équation  (i),  il  faudra  généralement  ajouter  à  son 
premier  membre  la  composante  suivant  les  x  de  l'action  extérieure 
exercée  par  unité  de  volume  sur  le  tronçon,  composante  dont  les  déri- 
vées par  rapport  à  x  continueront  seules  à  être  négligeables. 

5.  Cela  posé,  on  reconnaît,  en  différentiant  par  rapport  à  x  la 
première  équation  (i)  ainsi  complétée  et  tenant  compte  des  deux 
premières  conditions  (9  bis),  que  la  dérivée  seconde  de  N,  en  x  s'an- 
nule. Comme  il  en  est  de  même,  d'après  les  trois  dernières  conditions 
(9  bis),  des  dérivées  secondes  en  x  de  No,  N3,  T,,  les  quatre  piemieres 
formules  (4)  montrent  qu'on  a 

(10)  ;£(^x,'V^z.gr-j-o. 

î.es  deux  dernières  formules  (4)  donnent  de  même,  grâce  aux  deux 
premières  conditions  (9  bis), 

{10  bis)  iiJ.{S^r>Sz.r:)  =  o. 

Journ.  de  Matii.  (j"  séi'ie),  tome  V.  —  Mai  187g  2  2 
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Or  celles-ci  (lo  his),  d'après  les  formules  (3),  reviennent  à  poser 

^       '  dy  fix'         dz  dx^ 

Les  seconds  membres  de  (ii)  varient  avec  continuité  dans  toute 
l'étendue  d'une  section  normale  g  du  prisme;  car  les  déplacements  i', 
M'  sont  égaux,  à  moins  de  rupture,  de  part  et  d'autre  de  la  surface 
de  séparation  de  deux  liges  de  constitution  différente  accolées,  et,  par 
suite,  leurs  dérivées  secondes  en  x  sont  aussi  égales  de  part  et  d'autre. 
En  outre,  la  dérivée  en  j  du  second  membre  de  la  première  (ii) 
et  la  dérivée  en  z  du  second  membre  de  la  deuxième  (i  i)  sont  nulles, 
en  vertu  de  deux  des  relations  (lo);  de  plus,  les  équations  (ii), 
respectivement  différentiées,  la  première  par  rapport  à  z,  la  seconde 
par  rappori  à  j)",  puis  ajoutées,  montrent,  à  cause  de  la  quatrième  (lo), 

n  d''-^^  ^  .         ,  ,  ,  ,    .     ,       d'il    d'iv  ,  ,  , 

que  I  on  a  - — -  =  o.  Par  suite,  les  deux  dérivées-—?  -—-ne dépendent 

'  d/dz  '  djc'     dx'  ' 

ni  de  j'  ni  de  z  et  ne  varient  pas  d'un  point  à  un  autre  d'une  même 
section.  Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  qu'on  y  mette  les  valeurs 
('„,n'o  des  déplacements  transversaux  i>,  w  pour  7  =0,  z  — -  o  :  les 
dérivées  considérées  représenteront  les  courbures  prises  par  les  projec- 
tions, sur  le  plan  des  xj  et  sur  celui  des  xz,  d'une  ligne  matérielle 
primitivement  droite  et  normale  à  une  base  du  prisme  ou  du  tronçon. 
Les  seconds  membres  de  (1 1)  étant  ainsi  constants  aux  divers  points 

I'  -  .■  ,  ,  d'v,  d'<Vo     ,         ,  .  ,       , 

(i  une  même  section  7  ou    égaux  a  —  -— »  —  -—,  les  équations  (1 1), 

multipliées  respectivement  par  dy,  dz,  puis  ajoutées  et  intégrées  en 
appelant  ^qVa  dilatation  éprouvée  par  la  fibre  matérielle  primitivement 
tangente  à  l'axe  des  jc,  donnent 

^'^)  '--'^--d7'f--dF'- 

6,  Cherchons  maintenant  les  valeurs  des  forces  élastiques  Nj,  N3, 
T,.  Les  deux  premières  relations  (9  bis)  changent  la  seconde  et  la  troi- 
sième des  équations  indéfinies  (i)  en  celles-ci: 

,    o\  rfN,        dT,  dT,         rfi\. 


j 


ÉQUILIBnE    ET    MOUVEMENT    DES    SOLIDES    ÉLASTIQUES.  I  T  I 

Multiplions-les  respectivement  par  ydydz,  Wc/ydz,  V,  W  désignant 
deux  fonctions  continues  quelconques  de^',  z;  puis  ajoutons  les  résul- 
tats et  intégrons  dans  toute  l'étendue  d'une  section  normale  c  du 
prisme,  après  avoir  remplacé 


^(f-s) 

rfVN,          ^VT, 

dj 

rx,  dy 

par 

dy       '       dz 

-T.^' 

w(5-5) 

par 

dj        '        dz 

rj,     dW 

-N3S 

Une  méthode  bien  connue  permet  de  transformer  les  termes  exacte- 
ment intégrables  une  fois  en  des  intégrales  prises  sur  tout  le  contour 
limite  s'  de  chacune  des  régions  à  l'intérieur  desquelles  les  variations 

de  N2,  N3,  T,  sont  continues.  Si  /  désigne  une  intégrale  prise  tout  le 

Js' 

long  de  ce  contour  limite,  ds'  un  élément  du  même  contour,  a'  l'angle 
que  sa  normale,  menée  hors  de  la  région  considérée,  fait  avec  \esj' 
jiositifs,  les  termes  dont  il  s'agit  donneront  en  tout,  pour  la  région, 

/  [V(N2  cosa'  +  T|  sina')  +  W(T,  cos(z'+  Nj  sina'  ]]ds'. 

En  faisant  la  somme  des  résultats  analogues  pour  toutes  les  régions 
composant  la  section  c,  les  deux  éléments  d'intégrale  relatifs  à  un 
même  arc  ds'  dontigu  à  deux  régions  seront  égaux  et  contraires,  en 
vertu  des  deux  dernières  conditions  spéciales  aux  siu-faces  de  sépa- 
ration et  à  cause  de  la  continuité  supposée  de  V,  W.  D'autre  part, 
les  éléments  d'intégrale  se  rapportant  au  contour  libre  de  la  section 
seront  identiquement  nuls,  en  vertu  des  deux  dernières  relations  (2). 
Donc,  si  l'on  représente  par  da  un  élément  quelconque  de  la  section 

normale  cdu  prisme,  par   I  une  intégrale  prise  sur  toute  la  section, 

et  si  l'on  change  les  signes,  il  viendra  simplement 

Posons  successivement,  dans  celte  formule  : 

1°     W  =  o     et     Y  =  j-,   —  z,   =7%   =}'z,   = -."  ; 
2°      V  =  o     et    W  =  z,     —  y,   =  z-,   =  zy,  =  y- . 

22.. 
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Il  viendra 

f-!^.,(h  =  o,       Tt,  fh  =  o,       f'^^yda  =  o, 

l'^yd(7=^o,       lT,rf(7  =  o,       j  'Nszrh  =  o, 

I  (N3  J-+  T,  z)^/o-  =0,       /  T, /f/a  —  o. 

Ces  relations  reviennent  en  tout  à  neuf,  condensées  dans  la  formule 
unique 

(i5)  C(No,N3    ou    T,)(i,jr    ou    zjda^o. 

Posons  encore  V  =-  i»,  W  =  î»',  et  observons  que  les  quantités— 5 
—  ; h  ^-  ne  sont  autres  que  ;),,  i''-,  g,.-  La  formule  (  lA    donnera 

(16)  /*!  NoJ,  +  N,^,  +  T.g./jr/cr  =  o. 

Nous  pouvons  remplacer  dans  celle-ci  No^.  +  N,.^;  +  T,g,-  par  le 
second  membre  de  (8)  et  remarquer  d'ailleurs  que,  vu  la  valeur  (i -2)  de 
?t.,  les  iorinules  (i5)  rendent  nulles  les  inlégiaîes 

|^.,N,r/7,       l\,,N,d^,      /\.r,r/7. 
Les  nombres  y;,  v^',  r"  étant  con.-taiits,  il  viendra 

('7)  "■ 

I         +^r(.^_.  p^N,  +  (V-r5')N3+(V'-r^")T,j^j./^=o. 

L'intégrale  qui  constitue  le  premier  membre  de  celle  relation  a  cha- 
cun de  ses  éléments  égal  à  la  somme  de  quatre  carrés;  elle  ne  peut 
être  nulle  que  si  tous  ces  carrés  s'annulent,  c'est-à-dire  si  l'on  a  par- 
tout 

(t8J  T,  =0,     N3  =  o,     N„=o. 
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Ces  formules  expriment  que  les  composantes,  suivant  les  j'  et  les  z. 
i\e  la  pression  mutuelle  de  deux  fibres  quelconques  sont  nulles  :  en 
d'autres  termes,  chaque  fihre  longitudinale  n'exerce  sur  ses  imisines 
que  des  actions  qui  lui  sont  parallèles. 

7.  Des  six  composantes  N,  T  il  ne  subsiste  plus  que  les  trois  N,, 
T3,  To.  La  composante  normale  N,  aura  pour  expression,  d'après  la 
première  formule  (4)  et  l'exjîression  (12    de  ^J,  en  appelant  d'ailleurs 

E,  suivant  l'usage,  le  coefticient  d'élasticité  -) 

(•9)  N,=i^.^E..  =  E(^.-^j-^z). 

De  plus,  la  seconde,  la  troisième  et  la  quatrième  des  relations  (/|  )  de- 
viennent 

^  ;>,=  _  >,:>,,      ?,  =  -  v;'J„      g,.,  =  ~  r/'^,, 
(20^  '  où 

Il  est  clair  que  ces  valeurs  de  ^,.,  3^,  g,.,  définissent  complètement  le 
mode  de  déformation  de  cbaque  section  normale  g  dans  les  sens  paral- 
lèles à  son  plan  primitif.  A  part  une  petite  rotation  qu'aura  généralement 
éprouvée  en  outre  la  section  g,  d'abscisse  x,  autour  d'une  fibre  longi- 
tudinale dont  on  peut  supposer  que  l'élément  (Yx  coïncide  constamment 
avec  l'axe  des  x,  on  voit  que  la  position  de  cette  section  déformée  sera 
déterminée,  quant  à  la  projection  de  ses  divers  points  sur  un  plan  mené 
normalement  à  la  fibre  considérée  par  le  point  où  celle-ci  perce  la 
section,  en  fonction  de  li  dilatation  3„  de  cette  fibre  au  même  point 

et  des  deux  courbures  -— ^?  '-^^  qu'y  présente,  en  projeclion  sur  deux 

plans  rectangulaires  des  j:-/ et  des  J?z,  une  ligne  matérielle  primitive- 
ment droite  et  tangente  à  la  fibre. 

Les  deux  courbures  V-!'  '-^  mesurent  ce  qu'on  appelle  les   deux 

flexions  éprouvées  par  le  prisme  sur  la  section  considérée  7  et  dans  les 
sens  respectifs  des  /  et  des  z.  Quant  à  la  dilatation  \,  elle   expriîi.'c 
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Vextetision  qu'a  reçue,  au  point  où  elle  perce  cette  section,  la  fibre 
dont  un  élément  a  été  pris  pour  axe  des  x. 

8.  Bornons-nous  actuellement  aux  modes  d'équilibre  qu'on  peut 
considérer  comme  une  première  approximation  de  ceux  que  comporte 
un  tronçon  de  tige,  ou   pour  lesquels  les  relations  (9)   sont  vérifiées. 

INous  aurons — ^  =  0;  par  suite,  les  trois  fonctions  Ae  x,  appelées 
:\^^  t^,  -1^°,   que  contient  rex|)ression    19)  de  N,,  se  réduiront  k  des 

constantes.  Les  déformations  transversales  :),.,  J^,  g,;  des  sections  nor- 
males seront  également  indépendantes  de  x,  et  les  deux  de  ces  sec- 
lions  qui  correspondent  aux  abscisses  jt,  x  -\- clx  n'auront  éprouvé, 
en  projection  sur  un  plan  normal  à  l'élément  de  fibre,  supposé  pris 
pour  axe  des  x,  qui  les  joint,  d'autre  déplacement  l'une  par  rapport 
à  l'autre  qu'une  rotation  infiniment  petite  6dx  de  la  seconde  devant 
la  première,  autour  de  la  projection  de  l'élément  considéré  de  fibre. 
Les  ])etits  déplacements  transversaux  des  points  de  la  seconde  de  ces 
sections  dépasseront  donc  ceux,  v,  \\\  des  points  pareils  de  la  première, 
de  quanti  tés  réductibles  à  — z\)  clx^  76^/0:;  eu  sorte  qu'on  aura,  pour  cette 

abscisse  particulière  x'~r-^  —  5r,  -r-  =  Or,  et  que  les  deux  déforma- 

'  «70:  d.r  ■  ' 

lions  g^y,  g.,.,  qui  sont  encore  à  déterminer,  admettront  pour  expres- 
sions, sur  cette  section  parlicnlière  d'abscisse  x, 

,  du  .  dit         r 

Il  ne  restera  donc  qu'à  évaluer  les  variations  de  11^  aux  divers  points 
de  la  section  considérée,  pour  que  le  calcul  de  toutes  les  déforma- 
tions?, g  éprouvées  par  le  prisme  et  des  pressions  correspondantes 

N,  T  soit  ramené  à  celui  des  quatre  constantes  i?„,  —■,  -r-^>  5. 

•  dx'      dx^ 

A  cet  effet,  on  portera  dans  la  première  équation  indéfinie  ii), 
devenue 

^"^)  -^•-  +  ^=°' 

ainsi  que  dans  la  première  condition  (2),  T3COS5:  4-T2sinc<  =  o.  spé- 
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ciale  an  contour,  et  dans  la  condition  analogue  concernant  les  sur- 
faces sur  lesquelles  la  constitution  de  la  matière  changerait  brusque- 
ment dans  les  sens  transversaux,  les  expressions  deTjjT^,  en  fonction 
de  giy,  o'.,.,  résultant  des  deux  dernières  équations  (4);  puis  on  sub- 
stituera aux  déformations  g^^,  g^^  leurs  valeurs  (21).  Toutes  ces 
équations  ne  contiendront  plus  alors  d'autre  fonction  inconnue  que 
le  déplacement  longitudinal  u,  continu  en  tous  les  points  de  la  section 
considérée  a,  et  elles  le  détermineront  complètement  en  y\  z  si  ô  est 
supposé  donné. 

9.  Avant  de  démontrer  qu'il  en  est  bien  ainsi,  établissons  une  rela- 
tion qui  nous  sera  utile.  Multiplions  (22)  par  \ida^  U  désignant  une 
fonction  continue  quelconque  de  j',  z,  et  intégrons  les  résultats  dans 

toute  l'étendue  de  la  section  a,  après  avoir  remplacé  U  {'-—  +  '—^ 
Le  procédé  employé  pour  obtenir  la  formule  (i4)  donnera 


(.3)  ^(t.-.-T.Ï).,=  o. 

Prenons  d'abord  soit  U  =  j",  soit  U  =  z.  Il  vient 

(24)  fl\(h=^o,       fT,da  =  o; 

ce  qui  prouve  que  les  composantes  langentielles  T^r/cr,  Tnff^,  suivant 
les  /  et  suivant  les  z,  des  pressions  exercées  sur  les  divers  éléments 
da  d'une  section  normale  ont  leurs  sommes  respectives  nulles.  Ainsi, 
cesjorces  tangentielles  écjuh'alent  en  tout  à  un  simple  couple. 

„.  I  1  .    1  r  .  .  .  (lu       du 

Î5i  nous  posons  actuellement  U  =  «,  et  que  nous  remplacions  — ->  — - 

par  leurs  valeurs  g^^ -l- 5z,  g-j^^.  —  5/  tirées  de  (21),  la  formule  (23) 
donne 

(25)  r(T3g:..,-l-T,g,.,,)^^  =  0  r(;^T,  -  zT,)./a. 

«/7  «-'iT 

J.e  premier  membre  de  celle-ci  est  essentiellement  positif,  car 
T   (T      -1-  T   " 
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constilue  la  seconde  partie  distincte  de  l'expression  positive  (5),  dont 
la  première  partie,  déjà  considéiée,  n'est  antre  qne  (6);  qnant  an 
second  membre,  il  est  le  prodnit  de  la  qnanlité  5  par  le  moment  total, 

I\T,  =    /  (yTs  —  zTj^f/c,  dn  conple  résnltant  de  tontes  les  forces  Tjf/cr, 

Démontrons  maintenant  que  la  valeur  de  ii  sur  la  section  considé- 
rée a,  d'abscisse  :ï",  est  bien  déterminée  en  fonction  dej",  z,  à  part  nne 
constante,  qni  s'annulera  même  si  l'origine  des  coordonnées  est,  par 
exemple,  prise  et  maintenue  snr  celle  section  a.  La  forme,  linéaire  par 
rapporta  ;^et  à5  sans  terme  indépendant),  des  relations  (2 1),(  22)  et  des 
diverses  conditions  spéciales  qn'on  lenr  joint  montre  qne,  si  une  cer- 
taine valeur  de  u  les  vérifie,  et  qn'on  y  remplace  partent  n  par  u  -f-  ii', 
la  fonction  u'  seule  les  vérifiera  aussi  dans  l'hypothèse  6=0.  Par 
conséquent,  appelons  g',.^,  g,'..,  Tg,  T^  ce  que  deviennent  g^y,  g.^, 
T3,  To  lorsqu'on  y  pose  0=0,  «  ==  u',  et  la  formule  (25)  deviendra 


J(T'3g:.,  +  r,g;,)^^  =  o; 


ce  qui  entraine  forcément,  pour  tous  les  points  du  prisme,  les  relations 

oo  =  o,  g',..  =  o.   Or  les  formules  (ar)   donnent  g'^,.  =  — — ,  g'^.  =:  — , 

en  sorte  que  ii  a  bien  ses  dérivées  en  }',  z  nulles  ou  se  réduit  à  une 
constante  pour  toute  la  section  considérée. 

ÎO.  L'équation  (11)  et  les  conditions,  spéciales  aux  surfaces  limites, 
tiu'on  lui  adjoint  ne  contiennent  que  le  rapport  -lorsqu'on  les  divise 
par  5.  Par  suite,  les  valeurs  de  u,  celles  de  g-^^.,  g-^,  T3,  T.,  aux  divers 
points,  ainsi  que  le  moment  M^.  =  /  (j'To  —  zT^  id^  du  couple  résul- 
tant, sont  simplement  proportionnellesà  6;  et  le  nombre  5  est  le  même 
pour  les  sections  normales  successives  dn  prisme,  comme  le  sont,  par 
hypothèse,  les  forces  T3,  T,.  L'intégration  de  ce  système  d'équations 
(22),  etc.,  pour  chaque  forme  de  section,  permettra  d'obtenir  le  mo- 
ment du  couple, 

(26)  M,=  fijT,-zJ\]ch, 
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quand  on  connaîtra  l'angle  Odx  dont  tourne,  dans  le  sens  de  Oj 
vers  Oz,  par  rapport  à  la  section  normale  d'abscisse  primitive  x  et 
autour  d'un  élément  de  fibre  longitudinale  émanant  de  la  section  pris 
pour  axe  des  x,  une  seconde  section  normale  située  à  la  distance  pri- 
mitive dx  de  la  première.  Le  rapport  9  de  l'angle  Qdx  à  la  distance 
correspondante  dx  mesure  ce  qu'on  appelle  la  torsion  du  prisme  par 
unité  de  longueur;  Mj,  est  dit  moment  ou  couple  de  torsion. 

Les  équations  différentielles  dont  il  s'agit,  (21),  (22),  etc.,  ne  cessent 
pas  d'être  satisfaites  quand  on  y  multiplie  j",  z,  dv,  dz  par  un  rapport 
constant  de  similitude  a,  pourvu  qu'on  multiplie  en  même  temps  // 
parrt-,  gj.^.,  g-j..,  T3,  To  par  a,  et,  en  conséquence, 


7sh-=f{r'T,~zT,)drdz 


par  la  quantité  «*,  proportionnelle  à  a-.  Ainsi,  pour  tous  les  prismes 
ayant  leurs  sections  normales  semblables  et  pareillement  constitués  aux 
points  homologues,  le  moment  de  torsion  M^  est  en  raison  directe  du 
produit  de  la  torsion  9  par  le  carré  de  l'aire  7  de  la  section.  Si  l'on 
appelle  c  une  constante  dépendant  de  la  forme  delà  section  et  d'au- 
tant plus  grande  que  les  coefficients  d'élasticité  de  glissement  de  la 
matière  du  prisme  sont  eux-mêmes  plus  grands,  on  aura 

(27)  .V^=c57^ 

L'intégration  donnant  T3,  Tn,  M^.  s'effectue  le  |)lus  simplement 
possible,  surtout  quand  la  tige  est  homogène,  par  une  méthode  exposée 
aux  §§  V  et  IK.  de  mon  Mémoire  de  1871  Sur  les  tiges.  Cette  méthode 
montre  l'extrême  analogie  qui  existe  entre  les  lois  de  la  torsion  et  celles 
de  l'écoulement  bien  continu  d'un  liquide  dans  un  tube  dont  la  paroi 
est  mouillée  par  le  liquide. 

lî.  Si  les  composantes  îangentielles  T^da,  Tof/^  de  la  pression  ap- 
pliquée aux  divers  points  d'une  section  normale  c  du  prisme  équi- 
valent en  tout  à  un  couple  parallèle  à  la  section  et  ayant  pour  mo- 
ment cOa-,  il  est  encore  plus  facile  d'exprimer  simplement  la  valeur 
statique  totale  des  composantes  normales  N,(Y(7.  Supposons  que  la 
fibre  longitudinale  dont  un  élément  est  pris  pour  axe  des  x  soit  celle 


Journ.  de  Math.  (3^  série),  tome  V.  —  Mai  1879. 
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qui  joint  les  centres  de  gravité  des  sections,  centres  déterminés  en 
attribuant  à  chaque  élément  du  de  celles-ci  une  masse  fictive  égale  au 
produit  de  cet  élément  d<7  par  le  coefficient  d'élasticité  E  de  la  fibre 
qui  y  passe,  et  concevons  de  plus  que  les  axes  des  r  et  des  z  soient 
choisis,  dans  le  plan  primitif  d'une  section,  suivant  les  deux  axes 
d'inertie  principaux  de  celle-ci.  Nous  aurons,  par  hypothèse, 

faS)  JEjdo^o,       lEzd<7=o,       jEjzd'7=o. 

Appelons,  en  outre,  E'  la  valeur  moyenne 

'.>9)  ^'^£^'^ 

du  coefficient  d'élasticité  E  des  diverses  fibres,  E'I,,  E'I^  les  deux 
momenis  d'inertie  principaux  delà  section 


[iç)his)  E'K=fEz'da,      E'I.^Jej^ 


da 


par  rapport  à  l'axe  des/  et  à  celui  des  :.  La  formule  (19),  qu'en  peut 
écrire 


N.r/a  =  E^„d,  -  E  ^^r  +  ^=  )  da, 

montre  que  les  tractions  N.r/ff  se  colnpo^ent  :  i"  d'une  p;u'tie  E^of'^c''. 
ayant  pour  résultante  une  traction  totale  3b  =  E'7;:io  appliquée  au 
centre  de  gravité  de  la  section;  1°  d'une  seconde  partie 


dont  la  somme  totale  pour  les  divers  éléments  da  est  nulle  à  cause  des 
deux  premier c^s  relations  (28),  et  qui  équivaut  par  suite  à  un  couple 
perpendiculaire  à  la  section  a.  Celui-ci  peut  lui-même  se  décomposer 
en  deux  couples  :  l'un,  perpendiculaire  à  l'axe  des  7",  a  son  moment, 
compté  positivement  en  tournant  dans  le  sens  de  Ox  vers  Oz,  égal  à 


M, 


r„  fti'o,  d'à;     \         , 
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l'autre,  perpendiculaire  à  l'axe  desz,  a  de  même  pour  moment,  compté 
positivement  en  tournant  de  Ox  vers  Oy, 


M: 


=  X^(È^--S-°^)r^^- 


Grâce  aux  formules  (28),  (29  bis),  ces  expressions  se  réduisent  res- 

,     _,-     rf'n'o     „/.     ^'''0 

pectivement  a  E  L. -— r?  El-— — 

En  résumé,  les  quatre  cotis/anfes  \,5,  -— -%  ~,  qui  (Itiflm'ssent  com- 
plètement le  mode  d'équilibre  du  prisme,  se  détermineront  au  moyen 
des  quatre  équations 

(3o)x  =  E'c.\„    m,,  =  CG-e,    M,  =  E'l/~°,     M,  ^E'I,^, 

si  l'on  connaît  la  valeur  statique  totale  des  forces,  appliquées  à  une  sec- 
tion normale  g  du  prisme.  Celles-ci  équivalent  (jjectivement  a  une 
traction  normale  X,  appliquée  au  centre  de  gravité  de  la  section ,  et  à 
trois  couples  M^,  My,  M^  qui  sont,  le  premier  parallèle  à  la  section,  les 
deujc  autres,  perpendiculaires  respectivement  à  ses  deux  axes  d'inertie 
principaux  relatijs  à  son  centre  de  gravité.  La  traction  x  produit  l'ex- 
tension iig  ;  les  deux  derniers  couples  M^.,  M^  produisent  respectivement 

les  deuxjlexions  —j-^i  —r^.i  dans  leurs  plans  respectifs;  enjin  le  couple 

M,.,  résultant  des  composantes  tangentielles  des  actions  que  supporte 
la  section  normale,  produit  la  torsion  0. 

12.   On  peut  observer   (toujours  quanti   on   se  tient  à  hi   première 

,     ,  .  .         rfN,  ,  ,, 

a|i|3roximation   ou  a   la  supposition  — —  -^  o  paitoutj  que,  d  une  \rAv\, 

les  petites  inclinaisons  g^.^,  g^^  prises  par  les  fibres  longitudinales  par 
rapport  aux  sections,  d'autre  part,  le  gauchissement  que  celles-ci 
éprouvent  et  que  mesurent  les  valeurs  de  n  entrant  dans  les  fornuiles 
(21),  (22),  etc.,  tiennent  uniquement  à  la  torsion  0  ou  à  l'existence  du 
couple  M^..  Quand  il  n'y  a  qu'extension  et  flexion,  sans  torsion,  ces 
équations  (à  la  même  approximation  ou  supposition)  donnent,  hur  la 
section  quelconque  d'où  part  l'élément  défibre  longitudinale  pris  pour 
axe  des  x,  g^y  ~  o,  g^,  =  o,  u  =  o;  les  sections  normales  restent  donc 

23.. 
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alors  sensiblement  planes  et  perpendiculaires  aux  fibres,  qui  ne  cessent 
pas  elles-mêmes  d'être  parallèles  entre  elles. 

A  l'inverse,  ni  les  déformations  latérales  J^,  ^^,  g^.^,  ni  la  dilatation 
longitudinale  3,,  ne  dépendent  du  moment  Mj.  ;  par  conséquent,  la 
torsion  modifie  lajorme  de  la  section  considérée ,  primitivement  normale 
à  l'axe  du  prisme,  sans  changer  la  forme  de  sa  projection  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  l'élément  défibre  longitudinale  qui  en  émane  et  qu'on 
a  choisi  pour  axe  des  x.  Toutes  les  dioites  qui  joignent  deux  à  deux 
les  poinis  de  la  section,  se  projetant  sur  ce  plan  sous  des  angles  très- 
petits,  ne  diffèrent  de  leurs  projections  que  par  des  quantités  négli- 
geables du  second  ordre  de  petitesse;  en  sorte  que  des  lignes  quelcon- 
ques, tracées  sur  la  section  normale  proposée,  ont  mêmes  longueurs 
et  se  coupent  par  suite  sous  les  mêmes  angles  que  leurs  projections,  qui 
ne  dépendent  j^as  de  la  grandeur  du  couple  de  torsion  M.,.. 

Il  en  est  évidemment  de  même  pour  toutes  les  projections  de  la  sec- 
tion primitivement  normale  q  sur  des  plans  faisant  avec  elle  de  petits 
angles;  d'où  il  suit  que  ces  projections  planes  sont  des  figiu-es  égales 
entre  elles.  D'ailleurs,  une  quelconque  de  ces  figures,  vue  en  projec- 
tion sur  le  plan  d'une  autre,  sera  orientée  de  la  même  manière  que 
celle-ci; car,  si  l'on  considère  un  élément  rectiligne  de  la  première, 
l'angle  très-petit  de  cet  élément  rectiligne  et  de  l'élément  correspon- 
dant de  a  dont  il  est  une  projection  sera  vu  presque  de  profil,  ou  en 
raccourci,  sur  le  plan  de  la  seconde,  et  paraîtra  ainsi  du  deuxième 
ordre  de  petitesse  ou  aiuases  côtés  sensiblement  parallèles.  Il  revient 
donc  au  même,  quant  à  la  forme  et  à  l'orientation  des  figures  obtenues, 
de  projeter  sur  un  des  plans  la  section  <7  ou  bien  une  quelconque  de 
ses  projections  considérées. 

Sil'on  projette,  par  exemple,  les  deux  sections  qui  ont  pourabscisses 
primitives  x,  x  -\-  dx,  non  plus  sur  un  plan  perpendicidaire  à  l'élé- 
ment de  fibre  dx,  mais  sur  un  plan  perpendiculaire  à  un  autre  élément 
de  fibre  longitudinale  mené  entre  les  deux  mêmes  sections,  les  nou- 
velles projections  ne  différeront  que  par  de  simples  translations  de 
celles  qu'on  aura  en  projetant  sur  ce  second  plan  les  projections  déjà 
obtenues  sur  le  premier.  Or,  celles-ci  se  projetteront  évidemment  en 
vraie  grandeur  sur  le  deuxième  plan,  sauf  erreurs  négligeables  du  se- 
coml  ordre  de  petitesse,  et  donneront  deux  figures,  dont   la  seconde 


i 
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ne  différera  de  la  première  que  par  une  rotation  5<fx  autour  d'un  de  ses 
points.  11  ne  restera  plus,  pour  avoir  les  projections  cherchées  des  deux 
sections  sur  le  second  plan,  qu'à  amener,  par  deux  simples  transla- 
tions de  ces  deux  figures,  les  points  qui  représentent  ceux  où  l'élément 
de  la  nouvelle  fihre  considérée  perce  les  sections  à  coïncider  avec  la 
projection «lème  de  cet  élément  de  fibre.  L'orientation  des  deux  firmes 
n'étant  pas  changée  par  des  translations,  la  seconde  ne  différera  finale- 
ment de  la  première  que  par  une  rotation  'jdx  autour  de  l'élément  de 
la  nouvelle  fibre  considérée.  Ainsi,  la  rotation  relative  des  sections,  qui 
mesure  la  torsion  du  prisme,  est  la  même  quelle  que  soit  la  fibre  longi- 
tudinale dont  on  prend  Vêlement  pour  axe  de  repère,  ou  dont  le  plan 
normal  est,  en  chaque  endroit,  celui  sur  lequel  on  projette  deux  sec- 
tions consécutives.  C'est  d'ailleurs  ce  qui  résultait  de  l'équation  (aS), 
qui  donne  à  9  une  valeur  indépendante  du  choix  de  cette  fibre. 

Dans  son  Mémoire  sur  la  torsion  des  prismes,  M.  de  Saint-Venant 
avait  déjà  reconnu  ce  fait,  qui  permet  de  considérer  la  torsion  d'un 
tronçon  de  lige  comme  se  produisant  autour  d'une  fibre  quelconque. 


III.   —   Application  a  la  théorie  des  tiges. 

13.  Le  mode  d'équilibre  étudié  aux  numéros  précédents  (8  à  12; 
ne  con\ient  en  toute  rigueur  à  un  tronçon  d'une  tige  qu'autant  que 
celle-ci  est  d'une  longueur  infinie,  prismatique  et  homogène  dans  le 
sens  de  la  longueur,  peu  écartée  de  sa  forme  d'état  naturel,  libre  enfin 
de  toute  action  extérieure  qui  serait  ai^pliquée  à  sa  surface  latérale  ou 
à  sa  masse.  Il  est  évident  en  effet  que,  dans  un  tel  cas,  l'hypothèse 
d'une  distribution  égale  des  pressions  aux  points  homologues  de  toutes 
les  sections  normales  a  d'un  tronçon  serait  pleinement  réalisée.  Par 
suite,  les  fibres  longitudinales  n'y  exercent  les  unes  sur  les  autres, 
comme  on  a  vu,  que  des  actions  parallèles  à  ces  fibres  mêmes,  et  elles 
éprouvent  des  dilatations  ^j.  variant  linéairement  dans  les  sens  trans- 
versaux. L'action  totale  supportée  par  une  section  primitivement  nor- 
male d'un  tronçon  se  réduit  : 

1°  A  iHie  traction  3Z,,  appliquée  à  son  centre  de  gravité,  tan- 
gente à  la  fibre  longitudinale  mojenne  qui  joint  lous  les  centres  de 
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gravité  pareils,  valant  enfui  le  produit  de  ['extension  c\,  de  cette  fibre 
par  le  coefficient  moyen  d'élasticité  E'  et  par  la  seciion  totale  primi- 
tive 7; 

2°  A  ini  couple  de  torsio?il\lr,  perpendiculaire  à  la  fibre  moyenne 
et  égal  au  produit  d'une  expression  de  la  forme  cg-  par  Vangle  de 
torsion  5,  rapporté  à  l'unité  de  distance  primitive,  dont  une  section 
normale  située  à  une  petite  distance  dx  de  celle  que  l'on  considère 
a  tourné,  par  rapport  à  elle,  autour  de  la  même  fibre  moyenne,  en  ce 
sens  que  deux  points  matériels  des  deux  sections  qui  se  projetaient 
sur  un  même  point  d'un  plan  perpendiculaire  à  l'élément  dx  de  fibre 
moyenne  ou,  sensiblement,  à  sa  tangente  s'y  projettent,  après  les  dé- 
formations, en  deux  points  dont  le  second  se  déduit  du  premier  pu-  la 
rotation  Qdx  autour  de  la  tangente  considérée; 

3°  A  deux  couples  de  Jlexion  My,  M^,  respectivement  normaux  à 
deux  droites  rectangulaires  menées,  perpendiculairement  à  la  fibre 
moyenne  et  à  jiartir  dû  point  où  celle-ci  perce  la  seciion,  de  manière 
(lue  le  plan  de  l'une  d'elles  et  de  la  tangente  à  la  fibre  moyenne  touche 
la  ligne  matérielle  c[ui  représente  à  l'état  naturel  un  des  deux  axfs 
d'inertie  principaux  de  la  section  relatifs  à  son  centre  de  gravité; 
cliacun  de  ces  couples  a  pour  valeur  le  produit  du  moment  d'inertie 
correspondant  E'IjOu  E'I^de  la  section  a  par  la  courbure  [ou  flexion) 
qu'a  prise  la  projection,  sur  le  plan  même  du  couple,  d'iuie  ligne  tan- 
gente à  la  fibre  moyenne  et  primitivement  droite. 

Des  forces  quelconques  s'exerçant  sur  la  section  7  équivaudraient 
en  tout,  dans  le  sens  où  l'on  entend  l'équivalence  lorsqu'on  s'occupe 
(le  la  statique  des  systèmes  invariables,  à  trois  couples  iVI^.,  M,.,  M-,  nor- 
maux aux  trois  droites  reclangidaires  ci-dessus  considérées,  dont  la 
première  est  tangente  à  la  fibre  moyenne,  et  en  outre  à  trois  forces  x, 
Vi  =^2'  dirigées  respectivement  suivant  les  trois  mêmes  droites,  k  partir 
de  leur  point  «l'intersection.  On  voit  que  la  condition  d'égale  répar- 
tition des   pressions  le    long  d'une    même  fibre    longitudinale   d'un 

rf  '  N  T  ) 
tronçon,  ou  la  supposilion  (9),     '    '      =0,  du  n°  4,  a  pour  effet  d'an- 
nuler les  àew^i  composantes  Sy,  j-,  et  de  donner  à  X,  M^^,  M,.,  M^  les 
valeurs  simples  que  je  viens  d'indiquer. 

Passons  actuellement,  conformément  aux  explications  données  au 
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§  I,  du  cas  limite  où  la  longueur  est  supposée  infinie,  la  forme  exac- 
tement prismatique  à  l'état  naturel,  la  constitution  parfaitement  ho- 
mogène dans  le  sens  de  la  longueur,  la  surface  latérale  et  rintérienr 
libres  de  toute  action  extérieure,  au  cas  réel  d'une  fige  suffisamment 
longue,  par  rapport  à  sa  largeur,  pour  que  ces  diverses  conditions 
soient  approximativement  réalisées  à  rinférieur  de  ses  tronçons,  no- 
tamment pourque  l'état  de  la  matière  y  varie  beaucoup  plus  lentement 
dans  le  sens  de  la  longueur  que  dans  les  sens  transversaux. 

A  cause  de  la  coniinuité,  les  expressions  des  forces  ou  couples  3t,, 
M^,  M^.,  M;  ne  pourront  pas  différer  notablement  de  ce  qu'elles  étaient 
dans  le  cas  limite,  et  les  deux  composantes  totales  (ou  efforts  tran- 
chants) §y,  ^fj,  qui  s'annulaient  dans  ce  cas  limite,  ne  pourront  avoir 
acquis,  rapportées  à  l'unité  superficielle  de  a,  que  des  valeurs  insen- 
sibles par  rapport  aux  plus  grandes  valeurs  de  N,,  ainsi  qu'à  celles  de 

M^,  M,.,  M;  divisées  par  a-.  De  même,  la  dilatation  3^.  des  fibres  sera 
restée  sensiblement  une  fonction  linéaire  des  coordonnées  transver- 
sales, et  l'action  mutuelle  de  deux  fibres  aura  ses  composantes  trans- 
versales insensibles  en  comparaison  de  sa  composante  longitudinale. 

li'.  Les  diverses  sections  normales  a  de  la  tige  seront  définies  en 
position  par  une  abscisse  s,  mesurée  le  long  même  de  la  fibre  moyenne 
dans  sou  état  naturel  et  à  partir  d'une  extrémité.  Cette  fibre  pourra 
être  primitivement  courbe,  et  alors  on  donnera,  au  point  où  elle  perce 

la  section  a,  d'abscisse  s,  les  courbures  primitives  — -,  -—  de  ses  deux 

projections  sur  les  plans  menés  par  cette  fibre  et  par  les  deux  axes 
principaux  d'inertie  Oj,  Oz  de  la  section.  On  devra  connaître  en  outre, 
pour  toutes  les  valeurs  de  .y,  l'angle  a^ds  que  fait  primitivement  avec 
l'axe  d'inertie  Oj  de  la  section  a,  d'abscisse  s,  la  projection  sur  celte 
section  de  l'axe  d'inertie  analogue  de  la  section  suivante,  dont  l'abscisse 
primitive  est  s  -i-  ds.  La  tige  est  dite  torse  quand  on  n'a  pas  a„  ^=  o. 

Avec  ces  données,  on  pourra  évidemment,  dans  l'état  primitif,  con- 
naissant les  directions  Ox,  Oj',  Ozd'un  élément  ds  delà  fibre  moyenne 
et  des  axes  d'inertie  principaux  de  la  section  g,  d'abscisse  s,  d'où  part 
l'élément  ds,  construire  les  directions  analogues  pour  la  section  sui- 
vante d'abscisse  .î  +  ^.y,  ainsi  que  pour  l'élément  suivant  de  la  fibre 
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moyenne,  et  déterminer  tle  proche  en  proche,  soit  la  position  Ox  dos 
divers  éléments  de  la  fibre  moyenne,  soit  celles,  Oj^,  Oz,  des  axesd'inerlie 
principaux  des  sections  successives.  C'est  à  ces  axes  locaux  Ox,  Oy,  Oz 
qu'on  rapportera,  avant  et  après  les  déformations,  les  parties  de  la 
tige  qui  en  seront  voisines  :  nous  conviendrons  de  laisser  Taxe  Ox 
constamment  tangent  à  l'élément  ds  de  fibre  moyenne  (avec  son  ori- 
gine O  sur  la  section  c),  et  les  axes  perpendiculaires  O/,  Oz  orientés 
de  manière  que  le  plan  jrOjsoit  toujours,  à  l'origine,  tangent  à  la 
ligne  matérielle  qui  représentait  l'axe  des  /  dans  l'état  primitif. 

Après  les  déplacements,  l'élément  ds  de  la  fibre  moyenne  sera  de- 
venu (n-^„)f/j.  Déplus,  l'angle  que  fera,  avec  l'axe Oj- émané  de  la  pre- 
mière extrémité  de  cet  élément,  la  projection,  sur  le  plan  jOz,  de  l'axe 
analogue  émané  de  la  seconde  extrémité,  aura  une  certaine  valeur,  uds, 
qui  dépassera  sa  valeiu'  primitive  a^ds  de  la  torsion  Ods  éprouvée  le 
long  (le  l'élément.  En  effet,  l'inclinaison  primitive,  a^ds  (en  projection 
sur  ;>Oz),  d'un  axe  principal  d'inertie  de  la  section  d'abscisse  i'  -f-  ds  sur 
une  ligne  matérielle  menée  aussi  à  partir  de  la  seconde  extrémité  de 
l'élément  <i?^,  mais  primitivement  parallèle  à  l'axe  d'inertie  correspon- 
dant de  la  section  d'abscisse  s,  n'aura  pas  varié  sensiblement  par  suite 
des  petites  déformations  produites;  et  sa  projection  sur  le  plan  yOz, 
restée  à  fort  pou  près  ocods,  devra  être  ajoutée  à  l'angle  Ods  dont  aura 
tourné  la  projection  sur  le  plan  yOz  de  la  tangente  à  cette  ligne  maté- 
lielle,  pour  donner,  très-sensiblenu  iit,  l'angle  total  formé,  après  les 
déplacements,  par  O;'  et  par  la  projection  sur  jOz  de  l'axe  analogue 
relatif  à  la  section  suivante.  Sans  doute,  ce  dernier  axe  local  des  7'  ne 
se  confond  plus  avec  ce  qu'est  devenu  l'axe  d'inertie  correspondant 
de  la  section  d'abscisse  s  -!-  ds.  Mais  leur  petit  angle  mutuel,  de  l'ordre 
des  ^,  g,  se  projette  sur  j>  Oz  sous  un  angle  presque  droit,  même  quand 
la  distai'.ce  f/j  des  deux  sections  devient  la  longueur  d'un  tronçon  ou 
est  comparable  aux  dimensions  transversales  de  la  tige;  la  projection 
de  ce  petit  angle  se  trouve  donc  du  second  ordre  de  petitesse,  c'est-à- 
dire  négligeable  devant  6  ds,  a^ds,  et  l'angle  de  torsion  totale  ads  est 
à  fort  peu  près  le  même  que  si  le  second  axe  local  des  j  restait  tangent 
à  la  transformée  de  l'axe  d'inertie  voisin. 

Coiisitlérons  de  même  deux  tangentes  menées,  en  deux  points  dont 
la  dislance  ne  soit  qu'un  infiniment  petit  du  second  ordre,  l'une  à  la 
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seconde  extrémité  de  l'élément  ds  de  la  fibre  moyenne,  l'autre  à  la 
ligne  matérielle  qui  était  primitivement  droite  et  tangente  à  la  première 
extrémité  de  l'élément  ds.  L'angle  des  deux  tangentes  ainsi  menées  et 
la  direction,  par  rapport  aux  axes  Ox,  O^-,  Oz,  de  leur  perpendiculaire 
commune,  ne  sont  évidemment  changées  par  les  déformations  que  de 
quantités  relativement  fort  petites  ;  en  sorte  que  les  deux  tangentes  dont 
il  s'agit  ne  cessent  pas  de  faire,  en  projection  sur  le  plan  des  xj, 

l'angle  -— ,  et,  en  projection  sur  le  plan  des  xz.,  l'angle  -"-  •  Il  faut  évi- 
demment ajouter  ces  deux  angles  aux  angles  correspondants  de  con- 

(Pi\  ,     f/'(i„    1,11.  ...  ,     .  1        . 

Imgence,  -^ns,  -7-7  ns,  de  la  ligne  primitivement  droite,  pour  obtenir 

les  angles  de  contingence,  en  projection  sur  les  plans  re.-.pectifs  xOj-, 
xOz,  delà  fibre  moyenne  elle-même  après  les  déformations. Ces  angles 

,    /•  .      ils      dx      .    i         I     .  ,    .  ,  ,  ,  , 

seront  a  tort  peu  près  tt'  .t  si  --  ,  —  désignent  alors  les  courbures  des 
■        '         Rr    1^-       R/    ^= 

deux  projections  de  la  fibre  moyenne  sur  les  plans  xOy,  xOz. 

Les  fonctions  appelées  «,  R,.,  R^,  une  fois  déterminées,  serviront  à 
construire  de  proche  en  proche,  après  les  déformations  et  concurrem- 
ment avec  \,la  fibre  moyenne  ainsi  que  les  directions  0;',0z,  indica- 
trices des  axes  principaux  d'inertie  des  diverses  sections  normales, 
absolument  comme  «„,  R°,  R°  permettaient  d'effectuer  la  construction 
analogue  avant  les  déformations.  On  vient  de  voir  que  ces  fondions 

sont  liées  aux  quantités  0,  -— %  -— ;^  au  moven  des  relations  simples 

,0  r  '"'"''ci  '  '  f''"»  I  I 

(^'î  ^-^^--«0,    z:7  =  îr,-R;'    lî^-^.-Ki- 

Les  formules  (3o)  s'écriront,  par  suite, 

3b  =  E'(7i)oi 
M.,  =  cc--(a  —  «o), 

".  =  E''.(r.-î^)- 

Journ.  de  Math.  (3'  série),  tome  V.  —  Juin  1879.  2Z| 
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lo.  Les  principes  des  quantités  de  mouvement  et  des  moments,  si 
on  les  applique  à  toute  la  portion  de  tige  comprise  au  delà  de  la  sec- 
tion (7,  d'abscisse  quelconque  s,  montrent  que  la  traction  normale  3t, 
est  égale  à  la  somme  des  composantes,  dans  le  sens  de  l'élément  sui- 
vant ds  de  la  fibre  moyenne  ou  dans  le  sens  Ox  de  toutes  les  forces 
extérieures  exercées  sur  cette  portion  de  tige,  et  que  les  couples 
Ma,,  Mj,  Mj  sont  égaux  respectivement  aux  sommes  des  moments  de 
ces  forces  par  rapport  aux  axes  Ox,  O}',  O2.  Les  formules  (32).  en  y 
remplaçant  X,  M^,  M^.,  M^.  par  ces  valeurs,  deviennent  quatre  relations 
pouvant  servir  à  déterminer  les  quatre  fonctions  inconnues  \,  a,  Rj,R,  : 
ce  sont  les  quatre  équations  d'équilibre  de  la  tige.  Les  formules  (3i) 
donneront  ensuite,  pour  chaque  valeur  de  s,  les  trois  |)arat))ètres 
5,  — »  -7^%  qui,  joints  à  i^oi  détermineront,  sauf  erreurs  relatives  né- 
gligeables,  les  déformations  D,  g  éprouvées  par  la  matière  de  la  tige 
en  ses  divers  points.  Enfin,  les  deux  petites  composantes  totales  ,f,.,  ,?;, 
suivant  Oj",  Oz,  des  pressions  exercées  à  travers  la  section  0  pourront 
être  également  connues;  car,  d'après  le  principe  des  quantités  de  mou- 
vement, chacune  d'elles  sera  égale  à  la  somme  des  composantes,  sui- 
vant Oj"  ou  suivant  Oz,  des  forces  extérieures  appliquées  à  la  portion 
considérée  de  tige. 

Les  quatre  équations  d'équilibre  présentées  ainsi  sous  la  forme  (32) 
ont  généralement  pour  premiers  membres  des  intégrales,  et  il  faut  une 
ou  plusieurs  différentiations  pour  en  déduire  les  équations  d'équilibre 
d'iui  simple  tronçon,  compris  entre  les  deux  sections  normales  infini- 
ment voisines  dont  les  abscisses  primitives  étaient  i^,  .f  4-  ds.  Or  on  peut 
former  aisément  ces  équations  d'équilibre  en  appliquant  au  tronçon 
les  principes  des  quantités  de  mouvement  et  des  moments  par  rapport 
aux  axes  locaux  Ox,  Or,  Oz. 

En  effet,  la  première  base  a  du  tronçon  supporte  les  trois  forces 
—  .%,  —  rfy,  —  tfj  et  les  trois  couples  —  M^,  —  M_^,  —  M.;  la  seconde 
est  soumise  à  trois  forces  et  à  trois  couples  analogues,  mais  changés  de 
signe,  augmentés  de  leurs  différentielles  par  rapport  à  s,  et  parallèles 
ou  perpendiculaires  à  trois  directions,  infiniment  peu  différentes  de 
Ojc,  O/,  Oz,  facilement  déterminables  au  moyen  des  angles  de  contin- 
gence et  de  torsion —> —>  c^.ds.  Par  exemple,    les  projections   de  la 
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force  3h  -+-  — 7^  c^^  sur  les  plans  a:Oj- et  a;Oz  font  avec  Oj",  du  côté  de  O y 

ou  de  Or,  les  angles  infiniment  petits  — »  — ;  ce  qui  revient  à  dire  que 

les  cosinus  des  angles  que  cette  force  fait  avec  Ox  et  Oj-,  avec0.ret  Oz, 

sont  respectivement  entre  eux  comme  i  esta  — j  comme  i   est  à    —i 

ou  qu'ils  valent  1,^5  — •  Enfin,   certaines  forces  extérieures  seront 
K^     Rj 

appliquées  à  la  surface  latérale  du  tronçon  ou  à  sa  masse  •  j'appel- 
lerai p  la  densité  moyenne  primitive  du  tronçon,  dont  la  masse  vaudra 
par  suite  p'yds,  et  je  désignerai  par  olL^ds,  pX'^ds,  pZ':ih  les  compo- 
santes totales  des  actions  extérieures  dont  il  s'agit.  Quant  à  leurs  mo- 
ments par  rapport  à  Oy,  O2,  les  deux  forces  pY'^ds,  oZ^ds,  dont  les 
bras  de  levier  seront  comparables  à  ds,  n'en  donneront  que  de  négli- 
geables, et  ceux  de  pX'jds  seront  en  général  insensibles,  surtout  si 
les  composantes  longitudinales  de  l'action  extérieure  ne  sont  pas  dis- 
tribuées trop  inégalement  de  part  et  d'autre  du  cenire  de  gravité  des 
sections.  L'autre  axe  0.r  étant  parallèle  à  la  force  pX':ds,  il  y  aura 
seulement  à  compter  le  moment  des  actions  extérieures  transversales 
par  rapport  à  l'axe  Oa;  ou  à  l'élément  ds  de  fibre  moyenne  :  j'appel- 

ji  — 

lerai  u.p7-ds  ce  moment,  dont  p. y  7  sera,  en  quelque  sorte,  la  valeur 

par  unité  de  masse,  valeur  comparable  à  la  force  qui  le  produit  mul- 
tipliée par  un  bras  de  levier  de  l'ordre  des  dimensions  transversales  de 
la  tige  ou  de  l'ordre  de  y  7. 

Il  suffira  d'exprimer  que  ces  diverses  forces  ou  couples  se  font  équi- 
libre sur  le  tronçon,  puis  de  remplacer  X,  ^ï^i  ^Kj  ^^-^  P^^  leurs  expres- 
sions (32),  pour  avoir  les  équations  différentielles  cberchées  de  l'équi- 
libre de  la  tige. 

16.  Bornons-nous  aux  deux  cas  particulièrement  intéressants 
d'une  lige  primitivement  droite  et  non  torse,  peu  déformée,  et  d'une 
tige  symétrique  par  rapport  à  un  plan,  soumise  à  l'action  de  forces 
symétriques  par  rapport  à  ce  plan. 

Dans  le  cas  d'une  tige  rectiligneet  non  torse  peu  déformée,  l'abscisse^ 

deviendra  une  abscisse  rectiligne  x;  on  aura  ^0  =  0,  —  =  o,  —  =  o, 
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,  -        .  .II  .  ,  . 

et  les  rlexions  ou  torsion  —  >  -— ?  a  seront  assez  petites  pour  qu  on  puisse 

négliger  leurs  proilnits  par  M^.,  M^.,  M^,  en  comparaison  des  dérivées 

-^  (Mj.,  M^,  Mj),  ouleurs  produilspar  Sy,  ^.  en  comparaison  des  -^f—'' 

Mais  nous  conserverons  les  produits  de -r-j  ;—  par  3X,  devant  les  dérivées 

-7-{~iy,  'i:),  lesquelles  seront  beaucoup  plus  petites  que -r-;^  :  en  effet, 

-i^,  ,i^  étant  négligeables  à  une  première  approximation,  leurs  dérivées 
en  X  le  sont  même  à  une  deuxième,  contrairement  à  celles  bien  plus 
sensibles  de  SiZ,  M^,  M^,  M-. 

La  force  =%  h — j-dx,  appliquée  à  la  seconde  extrémité  de  l'élément 

ds  ou  dx,  et  dont  les  angles  avecOx,  Oj,  O:  ont  respectivement  pour 

cosinus  I,  =-)  ii-'  donnera,  sauf  erreurs  néeligeables  de  l'ordre  de  ds"^ 

ou  de  dx"^^  les  composantes  respectives 

33)  Pli  +  '-^dx,     l^r  dx,     —  dx. 

'  dx  R.y  Ri 

Ses  moments  seront  d'ailleurs  nuls,  car  cette  force  prolongée  ne  passe 
qu'à  une  distance  comparable  à  ds"-  de  l'origine  O,  c'est-à-dire  de  la 
])ren)iére  extrémité  de  l'élément  ds. 

Les  petites  forces  .1.  h — —  de,  i,  -\ — -^  dx  font  avec  les  axes  Ox, 

'  ■'  dx  '         dx 

Oy,  Ozdes  angles  dont  les  cosinus  sont  o,  i,o  pour  la  première,  0,0,  1 
pour  la  seconde,  à  part  des  erreurs  de  l'ordre  de  d$-  sur  les  cosinus 
peu  différents  de  r,  ou  des  erreurs,  sur  les  cosinus  voisins  de  zéro,  de 

l'ordre  de  udx,r^i  -^^  et  ayant  leurs  produits  par  iy.,  ^^  négligeables 
devant —J-^  <^/,r,  —r^dx.    Ces  foices   ne   fourniront  donc  pas    d'autres 

d.r  dx  ' 

composantes  que  -1.  H — -^  dx,  suivant  O  >■,  cl  ,f-  H -^  dx,  suivant  Oz. 

'  '  -'  (I.C  '  *  dx 

En  oiUre,  elles  ne  donnent  qiie  des  moments  négligeables,  de  l'ordre 
de  ds-,  soit  par  rap|)ort  à  Ox  et  à  Oj  pour  la  première,  soit  par  rapport 
kOx  et  à  Oz  pour  la  seconde,  vu  cpie,  d'une  part,  leur  distance  kOx 
est  de  l'orilie  de^i",  tandis  que,  d'aiilre  pari,  leurs  projections  respec- 
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tives,  surdes  plans  normaux  à  Or  et  à  Oz,  se  font  sous  des  angles  dont  le 
cosinus  est  de  l'ordre  de  ds,  et  sont  à  des  distances  de  O;- et  de  Oz  com- 
parables à  ds.  Il  n'y  a  donc  à  considérer  que  le  moment  de  ^f.  +  '^dx 
])ar   rapport  à  Oj  et  le  moment  de  i,.  H — -fzdx  par  rapport  à  Oz  :  les 

bras  de  levier  valant  sensiblement  ds  ou  dx,  ces  moments  seront  à  tort 
peu  près  fv^dx  et  Sydx. 

r     r         i  1         ■»••  d^\.     ,        -,  clM.     ,         ,,  rfM-     ,  , 

Ji,nhn,  les  couples  M^  +  —r-  dx.  M,.  H H  dx.  M-  H — —  dx,  dont 

'  (l.v  ^  d.v  ^        ~  <lx 

les  plans  sont  normaux  à  trois  directions,  ne  différant  respective- 
ment  de  Ox,0/,  Oz  que  par   des  angles  comparables  à --? -^,  afl^a:, 

ne  donnent  de  moments  sensibles,  le  premier,  que  par  rapport 
à  Ox,  le  second,  que  par  rapport  à  O^  ,  le  troisième,  que  par  rap- 
port à  Oz. 

Les  équations  fournies  par  le  principe  des  quantités  de   mouvement 
.seront,  par  suite, 

—  ar,  +  (  ^  -I-  — -  dx\  +  pXodx  =  o, 

~  .iy  -h  l  :^y.  +  "-j^  dx]  -h  ^dx  -\-  p Ycdx  =  o. 


—  .f,  +  (  -f j  +  ^'  dx\  +  ~dx+  pZr;dx  —  o 


<-t  l'on  aura,  pour  celles  des  moments, 

—  M^  +  [M.r  +  -—  dx\  +  pii.a^dx  —  o, 

—  M,.  4-  (  M^  +  -j^  dx  j  4-  $^dx  =  o, 

—  Mj  -1-  (m,  +  -^  dx\  -\-  Sy.dx  —  o. 

La  preaiière  et  la  quatrième  de  ces  équations  reviennent  à 

(M)  ■^  +  p^X=o,     —+po^y.  =  o. 
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Les  quatre  aulres  peuvent  s'écrire 

(35)       \'\~~  ''^^  ■'^--■^; 


dx 


+  ,^Y  =  o,     -^  +  ^  +  f7Z  =  o. 


Les  deux  premières  de  celles-ci  montrent  que  les  efforts  tranchnnii 
J,,  -T;  égalent  les  dérivées  premières  en  x,  changées  de  signe,  des 
moments  fléchissants  respectifs  M^,  M,.. 

En  transporlant  ces  valeurs  de  Sy,  i^  dans  les  deux  dernières  (35), 
il  vient 

.„^,  dm,      X,  dm,      X-  „ 

(36)        -lz;r  +  ;^^  +  ,^^^-o,     __+_  +  .^z  =  o. 

Ce  sont  les  deux  équations  qui  régissent  la  flexion,  tandis  que  les 
relations  (34)  régissent,  l'une  Vexiension  ou  la  compiession,  l'autre 
la  torsion.  Il  ne  reste  plus  qu'à  y  substituer  à  X,  IM^,  31^,  M^  leurs  va- 
leurs (32)  et  à  ?o,  ^-î  —  les  expressions-—",  — -^j  ~  fournies  par  (3) 

^  ttr     Hj  '  (IX      d.v'     dx'  ^         ^      ' 

et(3i). 

Dans  les  deux  formules  (36)  ou  dans  les  deux  dernières  (35),  les 
seconds  termes,  quoique  non  linéaires  ou  affectés  à  la  fois  de  la  petite 

courbure  —5  —  et  de  X,  qui  est  de  l'ordre  de  la  petite  dilatation  \, 

ne  peuvent  généralement  pas  être  négligés,  pour  la  raison  donnée  vers 
le  commencement  de  ce  numéro.  De  fait,  ces  termes,  nuls  lorsqu'il  n'y 
a  que  flexion  et  torsion  sans  extension,  sont  au  contraire  beaucoup 

plus  grands  que  —^1  -^»  quand  la  tige  est  tendue  et  que  ses  dimen- 
sions transversales  se  trouvent  assez  petites  pour  que  les  couples  M^, 
M.-,  proportionnels  aux  moments  principaux  d'inertie  de  la  section  •z. 
deviennent  comme  des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  en  compa- 
raison de  X,  qui  est  proportionnel  à  a  :  alors  la  tige  ne  résiste  presque 
à  la  flexion,  produite  soit  statiquemeut  par  des  forces  transversales, 
soit  par  lui  mouvement  vibratoire,  qu'en  raison  de  sa  tension  même  X, 
et  elle  prend  le  nom  dej?/  ou  de  corde. 

17.  Enfin,  si  la  tige  est  symétrique  et  déformée  symétriquement  par 
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rapport  à  un  plan,  qu'on  peut  supposer  choisi  pour  celui  des  jcy,  on 
aura  ao  —  o,  ^  =  o,  a  =  o,  —  =  o,,f-=  o,Z  =  o,  et  l'on  pourra  n'ap- 
pliquer le  principe  des  quantités  de  mouvement  à  un  tronçon  que 
suivant  les  deux  axes  Ox,  Oj,  le  principe  des  moments  que  par 
rapport  à  l'axe  des  z.  Il   n'y  aura  à  changer  aux   considérations  du 

numéro  précédent  que  ce  qui  concerne,  d'une  part,  les  dérivées  —  ; 
qu'on  ne  pourra  plus  écrire  -—>  d'autre  part,  les  composantes  de  la  force 

-^vH — -T-ds,  dont  les  angles  avec  Ox  et  Or  seront  -  +  ^»  ;-;  cescom- 
posantes  vaudront,  par  suite,  sauf  erreurs  insensibles  de  l'ordre 
de  ds-,  —  :^ds,  i^.  h — ~ds.  La  première  ne  sera  plus  négligeable,  cai- 

la  courbure  -  pourra  être  beaucoup  plus  grande  que  dans  le  cas  pré- 
cédent. 

Les  équations  (3^)  seront  donc  remplacées  parcelle-ci 

(37)  ^-^;+,..x  =  o, 

et  les  relations  (35)  par  la  première  et  la  troisième  seulement,  savoir  : 

(38)  ^r  =  --^'    -^  +  r;  +  /=^Y=o. 

Ces  dernières  donnent,  pour  seconde  équation  de  l'équilibre, 

(39)  -^^  +  j^  +  pcrY=o, 
tandis  que  la  première  (87)  devient 

,0       ,  ■   ^  d.X-  I     eiM,  ^ 

(09/^'^)  -7^  +  R;.^+r^^^  =  °- 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer,  dans  ces  équations,  à  31,,  M^  leurs  va- 
leurs (32)  : 


;4o)  .)t,  =  E'73„,   ivL==E'i,  1^;--- 
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On  remarquera  que  la  traction  normale  3t,et  le  couple  de  flexion  M^ 
entrent  à  la  fois  dans  chacune  des  deux  équations  indéfinies  (39)  et 
(3q^/^),en  sorte  qu'ori  ne  peut  aimuler  aucune  des  deux  quantités 

\), —sans  astreindre  l'autre  à  vérifier  deux  équations  indéfinies 

distinctes,  généralement  incompatibles.  Aussi  des  vibrations  longitudi- 
nales et  des  vibrations  transversales  ne  peuvent-elles  pas  se  produire 
séparément  dans  une  tige  circulaire,  comme  l'a  démontré  M.  Resal  à 
la  page  i53  du  Tome  11  de  son  Traité  de  Mécanique  générale. 

18.  La  première  formule  (38)  ne  fait  connaître  que  la  résultante  ri^ 
des  actions  tangentielles  exercées  sur  toute  la  section  normale  a. 
Quant  à  ces  actions  tangenlieiles  elles-mêmes,  cjui  étaient,  comme  F,  > 
insensibles  à  une  première  approximation,  une  intégration  effectuable 
pour  certaines  formes  de  la  section  permet  de  les  déterminer,  du 
moins  quand  la  tige  est  prismatique,  symétriquement  constituée  par 
rapport  au  plan  des  crj  ,  modérément  fléchie,  et  qu'elle  a  sa  surface 
latérale  libre  de  toute  action  extérieure.  Supposons,  pcuir  simplifier, 
que  toutes  les  fibres  aient  le  même  coefficient  d'élasticité  E,  indépen- 
dant de  X  comme  a,  et  que  la  composante  longitudinale  de  l'action 
extérieure  exercée  sur  l'unité  de  volume  du  tronçon  ne  diffère  pas 
sensiblement  de  sa  moyenne  pX;  cette  moyenne  vaudia 

[liobis)  pX  =--—  =  -£-, 

d'après  l'équation  (37),  dans  laquelle  on  pourra  négliger  le  second 
terme  (vu  la  petitesse  supposée  de  la  courbure),  remplacer  E'  |)ar  E 

et  —  par  —  •  Les  formules  des  n"^  5,  (>  et  7  seront  applicables  même  à 

(Js  '         d.i-  '  ' 

une  deuxième  approximation,  d'après  ce  que  l'on  a  vu  à  la  fin  du 
n°  4.  La  relation  (19),  réduite  à 

N,  =.£(.„-,- ^)  =  E^-lM„ 

donnera  par  sa  différenliation  par  rapport  à  x,  en  tenant  compte  de 
(4o  bis), 
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La  première  équation  de  l'équilibre  d'un  élément  de  volume  infiniment 


777  "^  lîz   ~ 

rfN, 

devieniliM 

ilonc 

(40 

dy   '^   (h 

r  dM.. 
~'U~dl' 

Combinée  avec  la  première  condiiioii  spéciale  (2),  elle  détermine  com- 
plètement, après  qu'on  a  remplacé  T3,  T2  par  les  valeurs  tirées  des  deux 
dernières  (/î)  ctg.^,  g^j,  parleurs  expressions  (3),  le  très-petit  déplace- 
ment longitudinal  u,  caractéristique  du  gauchissement  éprouvé  par 
la  section  n.  On  le  reconnaîtrait  en  raisonnant  comme  au  n^O,  sauf  à 

attribuer  à --5  -;- des  valeurs  différentes  données  par  l'intégration  du 

dx    dx  '  ° 

système  (20),  et  à  observer  qu'on  a  ici,  par  raison  de  symétrie,  5  ;=  o. 
Les  trois  coefficients  H,  H',  v;"  des  formules  (4)  seraient  d'ailleurs  nuls, 
à  cause  de  la  symétrie  de  contexture  su|)poséc  par  rapport  au  plan 
des^rj.  On  Irouverait,  pour  tenir  lieu  de  la  formule  (23), 


■M)  f{'l\"^+T._-]ci, 


dv     „  (/T]\   , _(m 

dj  "  dz  j  ds 


fy-Vd-T 

M:  J7 


En  V  faisant  L  =  J",  il  vient  bien,  comme  il  le  fallait, 

'lyh        r  .  n 


.( 


I.fh     ou     ,f, 

■*  ■'  dx 


La  méthode  indiquée  ici  pour  déterminer  T3,  T2  s'étendrait  à  tous  les 


[*]  Avant  de  passer  à  l'étude  des  plaques,  je  reviendrai  un  instantsur  les  principes 
fondamentaux  de  la  théorie  des  tiges,  pnnci])es  exprimés  par  les  formules  (12'  et 
(18),  que  M.  de  Saint- Venant  s'était  données  comme  point  de  dé|)art,  mais  que  je 
pense  avoir  démontrées  le  premier,  et  qui  signifient  que  les  fibres  longitudinales 
(•prouvent  des  dilatations  variables  linéairement  aux  divers  points  d'une  même  section 
et  n'exercent  les  unes  sur  les  autres  que  des  actions  dirigées  su.'vant  leurs  tangentes. 
Je  ferai  observer  que  ces  lois  subsisteraient  sans  qu'on  fît  l'iiyjjotlièse  de  la  symétrie  de 
contexture  de  la  lige  par  rapport  aux-sections  normales,  si  l'on  admettait,  par  contre,  la 
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cas  OÙ  ces  forces  tangenlielios  auraient  leurs  dérivées  en  }•,  z  coinp.T- 

lables  à  —>  comme  il  arrive  toutes  les  fois  que  de  petites  torsions  se 

superposent  à  des  flexions  sans  produire  des  glissements  g^.^.,  gj.-  Irès- 
supérieurs  à  ceux  que  causent  les  flexions  elles-mêmes. 


syiuélrie  de  distribution  des  pressions  intérieures  de  part  et  d'autre  de  chacune  do  ces 
sections,  ou  seulement  les  ciiu]  relations,  qn'iniplifpie  cette  symétrie,  T3  :^r  o,  Tj  r=  o, 

—  ^NjjNs,  T|)  =  o.  En  effet,  To,T;  disi)araissant  alors  <les  six  formules  linéaires  qui 

relient  toujours  les  [),§■  aux  N,  T,   les  quatre   premières  formules   (4)  subsisteraient, 
rex|)ression  (5)  se  réduirait  à  :6),  qui  conduirait  à  la  relation  (8),  et  la  première  ii) 

deviendrait   =  o.  Par  suite,  les  dérivées  en  x  dessi\  déformations  ^,s,  fonctions 

t(.t 

linéaires  connues  de  N,,  Nj,  N3,  T,,  s'annuleraient,  et,  les  relations  (10  ),  (10  bis],  [i\] 
riant  vériliées,  on  arriverait,  comme  dans  les  n"*  oetG,  aux  formules  cherchées  112  1  et 
18)  :  de  toutes  les  composantes  i>f,  T  des  pressions,  N,  seule  subsisterait. 
Je  remarquerai  encore  que  rien  n'est  changé  aux  démonstrations  exposées  dans  le 
Jlémoire  pour  ces  formules  (12)  et  (18),  quand,  au  lieu  de  la  première  condition  spé- 
ciale (?.),  qui  exprime  la  nullité  de  la  composante  longitudinale  de  la  pression  exercée 
Mir  la  surface  latérale  du  prisme,  on  en  prend  une  autre,  consistant,  par  exemple,  ù  se 
donner  directement,  en  fonction  de  j' et  ;,  soit  cette  composante  Tj  cosa  H- Tj  sina, 
soit  les  déplacements  longitudinaux  u  produits  sur  le  contour  d'une  section  a.  On  dé- 
montrerait, en  opérant  comme  il  a  été  fait  aux  n"'  8  et  9,  que  la  valeur  de  «  aux  divers 
points  de  a  est  encore  déterminée.  Si  le  prisme  est  homogène,  et  que,  comme  il  arrive 
toujours,  H'^H,  on  reconnaît,  en  particulier,  très-aisément,  qu'il  est  possible  d'at- 
tribuer à  la  composante  dont  il  s'agit,  Tj  cosx  +  Tî  sinz,  des  valeurs  telles  que  les 
sections  a  restent  planes  et  normales  à  une  fibre  déterminée,  ou  telles  qu'on  ait  11^  n 
dans  les  formules  (21)  et  suivantes;  alors  le  phénomène  de  la  torsion  consiste  en  une 
simple  rotation  des  sections  Tune  devant  l'autre.  MM.  'William  Thomson  et  Tait,  qui 
ont  étudié  celte  sorte  de  torsionyorcec  aux  n°'  702  et  70.3  de  leur  Traité  de  Philosophie 
nalarcUe,  l'ont  appelée  torsion  simple.  Il  importe  d'observer  qu'elle  n'est  jamais  réa- 
lisée et  ne  parait  même  pas  pratiquement  réalisable,  si  ce  n'est  dans  le  cas  simple,  déjà 
traité  par  Coulomb,  du  cylindre  circulaire,  isotrope  autour  de  son  axe,  cas  pour  lequel 
elle  se  confond  avec  la  torsion  oïdinaire. 
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S/w   ràqitatioji   dont   dépendent   les   inégalités   séculaires 
des  planistes. 

Par  m.  ÉîuiLE  SOURANDER. 


Celte  équation,  de  la  forme 


a,,  - 

.r 

n,.. 

'ï,,, 

rt,, 

rt.jo  —  oc 

«2H 

«„l 

«/,• 

<7„„  — 

X 

fut  rencontrée  pour  la  première  fois  par  Laplace  i  '  J,dans  ses  recherches 
sur  les  mouvements  des  planètes. 
Lorsque  ii  est  égal  à  3,  elle  devient 


«.,  —  o: 


équation  qui  détermine  les  axes  principaux  des  surfaces  du  second 
ordre,  les  forces  élastiques  principales  el  les  momeiils  principaux 
d'inertie  des  corps. 

La  réalité  des  racines  de  l'équation  précédente  fut  prouvée  par  La- 


[']   Mémoires  de  l' Jcndéniic  de  Paris ,  année  1772,  p.   343. 
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grange  ['  ].  D'autres  démonsirations,  s'étendant  au  cas  général,  ont  été 
donn'ées  par  Cauchy  [']  et  Jacobi  [' ]  et  pUist^.rd  par  MM.  Sylvester  ['] 
et  Grunert  Pj. 

La  réalité  des  racines  de  l'équation  qui  détermine  les  axes  ])rinci|)aux 
des  lignes  du  second  ordre 


=  o 


étant  évidente  par  la  décomposition  en  carrés  fie  son  discriminant, 

f.r,  —  .Tj'i-  =    (7,1  —  rtoo ,-  +  4"'^oi 

M.  Rummer  [^],  par  la  voie  du  tcàtonnement,  parvint  le  premier  à  une 
décomposition   analogue  du  discriminant  de  l'équation  cubique. 

Bientôt  après  M  .  Borcbardt  ['],  à  l'aide  de  quelques  théorèmes  sur 
les  déterminants  de  Ynndermonde,  Jacobi  et  Cauchy,  décomposa  en 
carrés  le  discriminant  de  l'équation  générale. 

D'autres  méthodes  encore,  pour  l'équation  du  troisième  degré,  ont 
été  données  par  liesse  [*  ,  en  se  servant  de  quelques  formules  de 
Jacobi  ['],et  plus  récemment  par  MM.  Bauer  ['"j  et  Geyser  ^"  .La  mé- 
thode de  Hesse  se  fonde  sur  les  substitutions  orthogonales,  et  celle  de 
M.  Bauer  sur  les  propriétés  des  déterminants,  tandis  que  M.  Geyser 
arrive  au  but  en  prenant  pourpoint  de  départ  quelques  considérations 
géométriques. 

Tous  ces  travaux,  et  surtout  ceux  de  Hesse  [''  J,  attestent  assez  le  vif 

[']  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin ,   année  l;73,  p.  85. 

[^]  Exercices  de  Matltémnliquex,  t.  IV,  p.  i4o,"  1829. 

[']  Journal  de  C relie,   t.  XII,  p.   !  ;  i834. 

[']  Philosoptiical  Magazine,  t.  II,  p.  i38;  i852. 

[^]  Archiv  der  Mathematik  von  Grunert,  t.  XXIX,  p.  44-^'  'î^^iy. 

[•]  Journal  de  Crclle,  \.   XXVI,  p.  268;  1843. 

[']  Journalde  Crelle,  t.  XXX,  p.  38;  1846.  Ce  journal,  t.  XII,  p.  5o;  1847. 

[']   P'orlesungen  liber  anal.  Geom.  des  Raumes,  ji.  320  ;   1861. 

[']  Journal  de  Crclle,   t.  XXX,  p.  46;  1846. 

['»]  Journal  de  Crelle,  t.  LXXI,  p.  40;  1870. 

["]  Journalde  Crelle,  t.  LXXXII,  p.  4^  ;  1877. 

["]   Fbrlesungen  iihera/ial.  Geom.  des  Raumes,  p.  279;   18(19. 
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inlérét  que  ce  problème  a  su  éveiller.  Je  ne  crois  donc  pas  inopportun 
(l'ajouter  aux  précédentes  une  méthode  générale  qui  me  paraît  plus 
directe,  et  dont  les  résultats  se  présentent  sous  luie  forme  abrégée  et 
plus  simple. 

J'exprimerai  d'abord,  à  l'aide  des  coefficients  de  l'équation 

(i)  Og -h  n,.T -{- a.jjc- -h  . .  .  +  n,i.x"  =  o, 

la  fonction  critique  D  de  ses  racines,  définie  p;tr  l'égalité 

I  D  =  (X2  —  x:,){jr.,  —  .r,)...(3c„  —  jc,) 
I  (jTj  —  a-j) . .  .  ioc„  —  JC2) 


Son  discriminant,  obtenu  par  la  méthode  dialytique  de  M.  Sylvester, 
pourra  s'écrire 


Tin„  [n  —  \]a, 
o  a, 

o  ncin 


[  n  — ij«„_i           na„  o 

2<7„_o                     rt„_,  O 

[n  —  2)a„_2  ( n  —  1  )«„_,  na„ 

3(7„_3                        2rt„_2  rt„_, 


a, 


2  «2  3  «3 

{n—i)a,    {n.—  i)ai 


et  par  celle  de  Bézout, 


6-,. 


OU 

(3) 


C,A  =  f/,-_,  ,*  -t-  (^,_2,/l  +  l  +  ■ . .  -H  d„j+^_,  =  Ci 


■  98 
el 
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(4)  c/,A  =  (  /  +  i)  (//  —  k)a.^,af,  —  (A-  +  i)(/i  —  i)n/,, ,  «,. 

Le  dernier  discriminant  peut  aussi  se  déduire  du  premier,  comme  l'a 
montré  M.  Biiltzer  dans  son  Traité  des  déterminanls. 

En  désignant  ces  déterminants  par  R,  nous  aurons  maintenant  la 
relalion 

(5)  !t"--ai^"--B-  =  B.. 

Pour  le  démontrer,  je  suppose  égaux  à  zéro  tous  les  coeflicienls, 
excepté  <7o  et  n,^.  Les  déterminants  R  deviennent  par  là 


f6^ 


^  =  [-i)''''\r"-'{r,, a  „]"-'. 


Par  suite  d'un  théorème  connu  de  Cauchy,  D  peut  encore  s'écrire 


.ri 


.X  [   '      jr.-,  '      ...      x", 
d'où,  en  élevant  au  carré  l'égalité  due  à  M.  Cayley, 


(7) 

dans  laquelle 


-î^ 


Ce  déterminant  se  réduit,  par  la  même  supposition,  à  l'aide  des  iden- 
tités de  Newton,  à 


1.9) 


D==f-i)^'-^/"( 


Nous  savons  aussi,  par  les  recherches  d'Euler  sur  les   résiillantes. 


l\ÉGALITi;S    SÉCL'LAIRES    HES    PLANÈTKS.  1  gi) 

que  D-  et  R  ne  diffèrent  que  par  un  facteur,  fonction  de  rr„.  Les  va- 
leurs particulières  que  nous  venons  d'obtenir  vérifient  donc  la  rela- 
tion énoncée. 

Désignons  à  présent  par  ù  le  déterminant 


a^^       fi,o       (7,3 

rt„,         rto,        «23 

I    «3  1         «32         «33 


et  par  y, ,    a,.^.  ...  les  déterminants  complémentaires  des  éléments  c/, ,, 
«12,  . . .,  ce  qui  nous  permet  d'écrire  l'équation  cubique 

(ro)         â  —  (a,,    +-  «22  +  'y-2z)X  -^  («,  I   4-  «22  4-«33)-^'  —  oc'^  =  o, 

et  identifions  cette  équation  avec  la  suivante  : 

I 
(il  Ho  -h-  a,x  -~  a^.x-  -\-  a.f  x*  =  o, 

qui  a  pour  discriminant,  d'après  les  formules  données  [jIiis  haut. 


;i2)  ::}a^D-  =  | 

Avec  les  notations 


2(rt|  rt,    —  3rtù«2)  î«l«2  9«0«3 

(«,«,  — grtoflj)    2(rt.,rt2  —  3«,a3) 


«I  -, 


«22    «33 

«22  *33 

v'6 

«33   ^   «Il 

\jb 

«33   «Il 

v6 

«Il    «21 

v/6 
sjb 

v6 

(i3) 


nous  aurons  d'aljord 

I    rt2«2—    3rt,(73=   («,,   +   «22  +«33)^ 


.'4 


—  3  («,  I  «22-^  «1  I  «33  +  «22«33  —  «  Tî  "  «T  0  "  «.23) 

3(rt7,  -f-  «13  -I-    a\^  +  «23  +  «0/,  +  «34"'- 
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Le  ihéorèiiie  de  Jacobi,  s'exprimaiU  par  la  formule 
(PP     _  (IP    dP         ,ip    dP 

dUr,llar  ,  dtlfs  d<i,  ,  dtlr  s  dtlf, 

nous  donne  aussi 


>6) 


"il  Oi2  a-j, 

a,i  a.;,  -f-  3ti  i  ^^3  -t-  a^ja^^  — '  ^^m  •>  —  ^^  i  —  ^2 
«11  -t-  «2,  4-  (7^3 


La  dernière  expression  s'obtient  en  additionnant  les  numérateurs 
ainsi  que  les  dénominateurs  des  fractions  précédentes,  procédé  d'Eii- 
clide  qui  pourrait  faciliter  bien  des  recherches,  comme  le  remarque 
M.  LiiideKif  dans  son  Traité  de  Géoniclrie  analytique. 

Eu  développnnt  le  déterminant  o,  d'après  un  autre  théorème  connu, 
nous  obtiendrons 

1  â  =:  a,,c/_,,  +  OniUn,  -h  n^,c.i,^=  n,„c/.,-2-+-  «25^02  +  '^32^3^ 

(,_\        )         =  '^'(3«I3+  «23«23+  ^^SS^SS 

j  «,,  «Il  -+-  "n^!^  -t-  «i3a,i:i+  2«,,a,j  -4-  2tf,,a,3  +  9. (7,3 «23 

'        ~  3 

Cette  expression  résulterait  également  de  l'application  du  théorème 
d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes, 

IjCS  développements  précédents  nous  donnent  encore 

i  a,  a,  —  Srtorto  =  [c/.,,  -+-  a22+  «j3  j' 

(18)'  —  3  (a,  ,  K,2  +  «I  f  «33+  i<22a33  —  «?  2  —  «?  3  —  '-<2  3) 

et 

^/i  <Z2  ~  9*^11  ^^3 

=  3  ((7, 1  a,  I  H-  (■/.,.,«,,..+  (733^33+  2rt,.,a|o+  2r7|3a|.,4-  2rt.,3!Z.>3) 
('9)  < 

—  ;",,-)- (722  + (^33}  (a,,  +  «22 -t- «33) 

=  G(rt,2ai2  +  «,3(z,3  +  r7,^ai,  +  rjojaos  +  «2<'><2i  +  «3*  «34)- 
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A  l'aide  des  relations  (i/j),  (i8  )  et  (19),  l'égalité  (12)  devient 

D-  I  «ii'îi;+ai3a,3+ «n«ii-l-OnnM+'''2i'''3i-r-«3i'''3i      «ii^ij-f  fli3«i;,+ «,4X14+ «i3»j3-t- «2<a2i-l- 23 

'2  I  i7,:aij+ai3a,3-hrtu«ii  +  «23«:3-+-ff2i=<2i-l-«3ia3i      «12  x,  j  H- ^13  a,  j  +  z,4  a,,  +  Zjj  a^,-)- 7.2 ,  a,,  +  K3 


Ce  déterminant  est  composé  de  deux  systèmes  égaux  : 


a,. 


«Il         «23 


an; 

Cin; 


et  peut  par  conséquent,  d'après  le  théorème  de  Binet  et  Cauchy,  se 
mettre  sous  la  forme 


(21] 


«,o     a. 


notation  qui  est  due  à  M.  Baltzer,  et  qui  équivaut  à  la  somme  des 
carrés  des  quinze  déterminants  que  l'on  oblienl  en  combinant  les 
six  colonnes  deux  à  deux. 

Si,  pour  abréger,  nous  désignons,   à  l'exemple   de  M.  Bauer,  par 
(Ojjajg)...  les  déterminants 

j    (^3         «2 

1    «13         «2 

ces  carrés  seront 


(22) 


:      [a, ,(/.„;)-  +  [a.^a,n)-  -f-  [a, .a,,)-  -h  [ihnU.^;,' 

+    («,3«24'"  +   («2:1  fZ,..)^   H-  (<7,2a,.,)=  +   («,.,«3^)- 
4-    («23  «24)"+    (rt|2Î<2-,  )'   -1--   («isai-.)"  +    («îlK,.,)^ 

+  !«.■,  «2»r+  («3 ■.5;,,)'  -^  («2.-,  îfsO'- 


Pour  simplifier,  le  système  (i3)  nous  offre  d'abord  les  identités 


(23) 

et  par  là 

(^4) 


-t-    «2  1  +  flsii  =:  O, 

-1-  a.,,  -f-  «,.  =  o. 


(rtca...  )  =  (<73.,a,,,,)  =  («2',«3 


à  l'aide  desquelles  le  discriminant  se  réduit  à  treize  carrés,  forme  soub 
laquelle  l'a  mis  M.  Borchardt. 
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(zS' 


«,.,«3, 

v'6     ' 

«13  ^2.1 

^/6 

rto,(Z../ 

,        {",.«,0 
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Les  développements 

/  rt,2a,i  -H  n^.,a„^  -f-  rtaoaj,  =  o, 

I  «,  I  «12   -<-   «2<  ^22   "i""  '^3  1  ^32    =    o, 

1  «,,^i:)    -^-   «2  1  «21   +   «3  1  «33    =    O, 

]  a,3a,,    +  «23«2.    -I-  «33«3I    =    '^», 

f  a,3C<,2   -^   «23  «22   H-   «3.i«32    ~     ^  ■, 

'  «12  «13    +   «22  «23    ^"    «32  «33    ="    O 

nous  conduisent  ensuite  aux  relations,  rapportées  par  M.  Bauer. 


'26) 


s/6 

et  qui  réduisent  le  discriminant  à  la  forme  de  dix  carrés  que  lui  a 
donnée  ce  savant. 

Par  suite  des  identités  (  23),  nous  aurons  encore 

1      («<2«,-.    '-^    («.2«2-,)    -!-    («12«3',)    -    O, 

(27)  ■      («,3«C,,I    ^-    («,3«20    -^-    («<:!'^34)   =    '^ 

(     («23  «1  i  )  -^    '«23  «2.  )   +    («23  «3  1  )  =   ^• 

Moyennant  ces  relations,  trouvées  par  Hesse,  le  discriminant  se  met 
enfin  sous  la  forme  de  sept  carrés  de  M.  Ru  m  mer. 

Quand  le  discriminant  de  l'équation  cubique  s'évanouit,  le  lieu  géo- 
métrique, en  coordonnées  rectangulaires,  de  l'équaiion 

..J  .3  .,j 

[  4-   2(7,2  rr-l-  2<7|.,  .X"+   artjsjr  -\-   2^3.,  Z  +  Cl;;   =  o 

est  nue  surface  de  révolution  du  second  ordre,  dont  nous  obtenons 
les  caractères  analytiques  en  égalant  à  zéro  deux  des  trois  premiers 
carrés  (22). 
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Pour  le  démontrer,  nous  avons  l'identité  suivante,  rapportée  par 
M.  Bauer, 

(29)  «12(^,3  «03)    +'7,  3  («23  «.2)-!-    «23  («(2^13)    =0, 

el  de  là,  par  un  ch.ingement  partiel  des  indices, 

(      «I  2  («I  '.«-:!)    -+-    «1  ■,(''23^12)    -"'--   «23  («12  «14)   =    O, 

(30)  «,,(rt,3a3.,j+  «,3(«34a,o' -t-«3,,(«,,a,3)  —  o. 

(     «2.l(«)3a23^    -+-    «I3(«2;!a2',)  +  ^23(«24  5:|3)   =   O 

et 

(31)  «3, («,:,«,,)  H-  «,3  («,,«;,,,)  +  «,■,  («3',  «13)  =  O. 

Ces  relations  et  les  formules  (24),  (2G)et  (27)  font  voir  cpie  tous  les 
autres  carrés  s'évanouissent  en  même  temps. 

Les  conditions  analytiques  des  surfaces  du  second  ordre  peuvent 
donc  s'écrire 

rtl2  «13  rt,s 

Si  un  seid  des  coefficients  a,.^,  «,3,  «03  était  nul,  les  trois  premiers 
carrés  et  le  discriminant  ne  |)ourraieiit  s'évanouir.  Dans  les  autres  cas, 
l'égalité  (22)  nous  donne 

I   «,2  =  «,3  =  '>,      n==--  [(cîo,  — (73,j-  +  4rt2  J[(rt„  — rt,,)(/7,,  -rt,,,)  +  a'i.^]-. 

'33)    '.     «,,=«23  =  ",         D-=:[',n.3;,—  «,,)'-^4«r,,]   [(«M  — «22)(«22—  «33)+   «7;,]'. 
'     «,3=«23-    o,  D=   r=['rt,,    —  «o, )'+/(«;,][(«,„  -^/33)(^33   -   ^/,,)-|-rt2j2 

et 

(34)  rt,o  =  «,3  =  «23  =  o,     D^  =  [(rt,,—c/.,)(fl,,—a33) («2,-^33)]% 
d'où   les  conditions 

/n,o  =  «,3  =  o,     («33  —  «I  i)(«ii  —  «22)  H- «23  =  o, 

(35)  <rt,„   =   rtj3    =    0,  («,,    —   «22)(«22   —   «33)   H-    «'i:3    =    0> 
l     «(3    =   «23    =    O,  («22   —    «33)(«33   —  «II)   +   '^^2    =   « 

et 

(36)  a, 2  =  a, 3  =  «03  =  o,    (rt,,  —  «oo^rt,,  —  «33''(«22  —  «33)=  o. 

2G. 


2<)4  K.     SOURANDEIÎ. 

Toutes  ces  conditions  sont  rapportées  pour  la  première  fois  par 
Bourdon  et  iSIondot  [*]. 

Les  égalités  (26)  font  voir  encore  que  le  discriminant  s'évanouit  avec 
les  r/,,,  a.,,,,a3;,  a,.,,  «24>  «s'o  cl'cù  résultent  les  conditions  particu- 
lières 

(37)  n,,  =  ano  —  (^33,     fi]'i=n\^=<^l:v 
Échangeons  à  présent  la  notation  du  système  (i3)  contre 

i  Cii  —  nu. 

(38)  '  '' 


(39) 


L'égalité  (21)  devient  par  là 


s/6 


V23     ,/^    i^y-    23'y- 


Eu  multipliant  la  première  ligne  de  ce  système  par  a.,  et  en  l'ad- 
ditionnant avec  la  seconde  ligue,  ce  qui  évidemment  ne  change  pas 
la  valeur  du  système,  nous  obtiendrons 


(4o) 


23^ 


(4i) 


ikO.    = 


f& 


Le  procédé  qui  nous  a  permis  de  décomposer  en  carrés  le  discnmi- 
nunt  de  l'équation  cubique,  et  qui  s'appliquerait  facilement  à  l'équa- 


[*]  Correspondance  sur  l'École  Poljl.,   t.  Il,   p.    196  et  2o5  ;    181 
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tion  d(i  quatrième  degré,  pourrait  sans  doute  être  étendu  ;ui  cas 
général.  Je  démontrerai  ici  que  le  discriminant  de  réquatioii  générale 
sera  susceptible  d'une  décomposition  analogue  à  celle  de  la  for- 
mule (4o). 

Multiplions  à  cet  effet  par  s„  toutes  les  coloimes,  excepté  la  pre- 
mière, du  déterminant 


et  divisons  sa  première  ligne  par  le  même  élément;  l'égalité  (7)  de- 
vient par  là 

I         s,  s s„_,      I 


(42)     n"--D- 


SnS^.  S,,S„ 


s,,  s,,     s,,s„ 


^o-52„-. 


Si  nous  multiplions  successivement  par  jfji'o,  .$■„_,  la  première  co- 
lonne du  nouveau  déterminant,  et  que  nous  la  soustrayions  des 
colonnes  correspondantes,  celui-ci  prendra  la  forme 


;43)  n"  ^D^ 


En  désignant  par  3  le  déterminant 


a,,     a,o 
rtn,     <7.,.> 


(7„|        fl„o 


2o6  É.    SOURANDER. 

et  par  a\'l'  les  éléments  du  déterminant  à'",  nous  aurons  aussi 


(44) 


a]'"  =  2j «ir «1^  '■  ^^  ««'  r 


où  /'est  un  nombre  quelconque  de  zéro  à  /?z,  et  rt|'^    i  ou  o  selon  que  / 
est  égal  ou  non  à  k,  liypothèse  qui  satisfait  à  l'égalité 

(45)  5"--=.. 

En  mettant  a'"" —  a;  à  la  place  de  a\""  dans  le  déterminant  o'",  nous 
obtiendrons  ensuite  une  équation  qui  a  pour  racines,  comme  l'a 
montré  M.  Borchardt,  les  m'"°"  puissances  des  racines  de  l'équation 
générale;  d'où 


(46) 


=  |;<'>  =  |«;r<-". 


Ces  formules  sont  dues  à  M.  Borchardt,  et  la  voie  par  laquelle  nous 
les  obtenons  ici,  à  une  remarque  de  M.  Henrici  ['j. 

A  l'aide  de  ces  formules,  chaque  élément  du  déterminant  (4^)  sera 
représenté  par 


iil] 


"p+q  •'p-'q 


Ce  déterminant  est  composé  des  systèmes 


a 


I  I  I 


p) 


3  3 


«Ta      «T3      ^i'z 
000 

à'I'^  rt'/g  fi'ô'g 


à'!.,     à'i,,     a'^. 


en  y  appliquant  le  théorème  de  Binet  et  Cauchy,  nous  aurons  donc 


(48) 


[']  Journal  de  Crclle,  t.  LXV,  p.  i8;  1866. 
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OU 

(49) 


sTo 


La  dernière  formule  et  celle  de  {f\[\)  correspondent  aux  for- 
mules (4'  )• 

Si  l'on  désigne  par  !«"''«<'"  l'expression  (4'^),  débarrassée  du  facteiu 
in,  l'égalité  (43)  pourra  s'écrire 


;5o)--,- 


J.a'  a' 
la"  a' 


la'  a" 
la"  a" 


la'a^"-'^ 
la"a^"^'i 


là"--''' a!      la'"-'' a!'      .  .  .      la!"-'' a!^'-'^ 
Ce  déterminant,  composé  tie  deux  systèmes  éijaux, 


rti2        rt,3        a■;,^ 

«Ta"    ^17''    «oâ" 


■2sa 

oort" 


,2«" 


devient  enfin,  à  l'.iide  du  même  théorème, 

:5-) 


«12 

«Ci 

rt,, 

,ofl 

= 

(l"l  0 

<3 

«;,   •• 

,na" 

n,.-, 


.-.)     ^('.-< 


<7Ô. 


où  le  nombre  des  carrés  sera  (^^7)  7  tandis  que  les  carrés  qu'il  faut 
former  en  suivant  la  méthode  de  r\I.  Borchardt  sont  au  nombre.de  (;"'  . 
M.  Borchardt,  à  Toccasion  de  ce  problème,  a  montré  encore  que  les 
fonctions  auxiliaires  de  Sturm  pouvaient  être  remplacées  par  la  série 


5       Pn, 


■52: 


Pm  = 


2o8 
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et  le  procédé  exposé  plus  haut  nous  donne  sans  peine 

■53\       /'"•       ^  «Ci  «,3  «o: 


■nO. 
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Propi'ictés   générales   des  polyèdres  réguliers   étoiles  ; 


Pak  m.  Georges  DOSTOR. 


1.  Nous  nous  proposons  de  donner  les  formules  générales  qui  lient 
entre  eux  les  divers  éléments  d'un  polyèdre  régulier,  que  ce  corps 
soit  convexe  ou  étoile.  Dans  la  recherche  de  ces  formules,  nous  ferons 
intervenir  un  nouvel  élément,  qui  n'a  pas  encore  été  coi)sid<  ré  jus- 
qu'ici :  le  rayon  de  la  sphère  tangente  aux  arêtes  dn  polyèdre  régulier. 
I/emploi  de  ce  rayon  nous  permet  d'établir  nos  formules  d'une  ma- 
nière fort  simple,  presque  élémenlaire,  et  nous  conduit  à  des  résultats 
assez  remarquables  pour  mériter  d'être  signalés. 

2.  On  sait  que,  indépendamment  des  cinq  polyèdres  réguliers  con- 
vexes, il  existe  encore  quatre  polyèdres  réguliers  étoiles,  [.es  deux  pre- 
miers paraissent  appartenir  à  Kepler,  qui,  dans  son  Harmonique  dn 
Monde  [*J,  fournit  un  double  dessin  de  chacun  de  ces  corps  con- 
stellés :  les  deux  polyèdres  réguliers  étoiles  y  sont  représentés  de  face 
et  de  côté,  par  rapport  à  l'un  des  pentagones  réguliers  étoiles  qui  les 
terminent. 

Les  deux  polyèdres  réguliers  étoiles  de  Kepler  sont  des  dodéc;ièdres; 
dans  l'un  et  l'autre  les  faces  sont  des  pentagones  réguliers  de  seconde 
espèce;  mais  dans  le  premier  {Jig.  i)  les  douze  angles  solides  sont  pen- 

!     [*]  Harmonicas  miimU  libri  f\  p.  54-  Lincii  Auslria,  1619;  in-fol. 

Joiirn.  de  Math,  (3'  série),  tome  V.  —   Jiin   1S79.  2y 
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taèdres  et  convexes;  et  clans  le  second  [fig.  2)  \ei  vingt  angles  solides 
liu.  I.  Fi'e-  2. 


sont  des  triédres.  Ces  denx  dodécaèdres  sont  l'un  de  troisième  es|)èce 
a  faces  éloUées,  et  l'antre  de  septième  espèce  à  faces  éloilées. 

5.  Les  deux  autres  polyèdres  réguliers  étoiles  n'ont  été  trouvés 
ipi'en  1809  par  l'illustre  Poiiisot,  qui  a  établi,  d'une  manière  géné- 
rale,   la    théorie   des  polygones   et    polyèdres   réguliers   étoiles  [']. 

Le  premier  des  polyèdres  réguliers  étoiles  de  Poinsot  ifig-  3)  est 
terminé  par  douze  faces  pentagonales  convexes,  sur  lesquelles  s'élè- 
vent douze  angles  pentaèdres  étoiles;  le  second  [fig-  4)  ^st  formé  par 
lùitgl  faces  triangulaires,  qui  comprennent  entre  elles  douze  angles 
pentaèdres  éloilés.  L'un  de  ces  polyèdres  est  le  dodécaèdre  régulier 
èioilé  de  troisième  espèce  à  laces  convexes;  l'autre  est  l'icocaedre 
l'égulier  étoile  de  septième  espèce  à  faces  convexes. 

Les  deux  polyèdres  réguliers  étoiles  de  Poinsot  sont  respectivement 
conjugués  aux  deux  polyèdres  réguliers  étoiles  de  Kepler;  car  les  faces 
du  premier  dodécaèdre  de  Kepler  ont  autant  de  côtés  et  sont  de  même 
espèce  que  les  sommets  du  dodécaèdre  de  Poinsot,  et  les  sommets  du 


Journal  de  l' École  Polytechnique,  1810,  t.  V,  X'  Cahier;  p.  16  à  48. 
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(lodéciièdre  de  Kepler  ont  autant  d'arêtes  et  sont  de  même  espèce  que 

Fis.  3.  Fie.  /|  [•]. 


les  faces  du  dodécaèdre  de  Poinsoi.  Il  eu  est  de  même  du  dodécaèdre 
de  Kepler,  à  sommets  trièdres,  et  de  l'icosaédre  de  Poinsot. 

§  I.  —  Relations  géivérales  entre  les  rayons  des  trois  sphères, 
l'une  inscrite  a  un  polyèdre  régulier  quelconque,  l'autre 
tangente  aux  aretes  et  la  troisième  circonscrite  au  polyèdre 
régulier. 

4.  Relation  entre  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  an  polyèdre  et  le 
rayon  de  la  spJière  tangente  aux  arêtes.  —  Soieni  O  le  centre  d'un  po- 
lyèdre régulier  (Jig  5),  AB  l'une  de  ses  arêtes  et  C  le  cenire  de  l'une 
des  deux  faces  régulières,  auxquelles  appartient  celte  arête  AB.  La 
droite  OC  sera  perpendiculaire  sur  le  plan  ABC. 


[*]  Ces  ciiKitie  figures,  d'une  exécution  parfaite,  sont  empruntées  .111  Traite  de 
Géométrie  élémentaire  de  MM.  Rouolié  et  de  Coniberousse,  lequel  forme  l'Ouvrage  la 
plus  savant,  le  plus  complet  et  peut-être  le  mieux  rédigé  qui  ait  été  fait  sur  les  élé- 
ments de  la  Géométrie.  Le  lecteur  pourra  consulter  avec  fruit  la  ])artie  de  la  Géo- 
métrie de  l'espace,  p.  246  à  aS^,  If  édit.,  (jui  traite  spécialement  des  polygones  et 
polyèdres  réguliers  d'espèce  supérieure. 

27.. 


Abaissons  CI  perpendiculairement  sur  l'arête  AH;  puis  lirons  les 
droites  OI  et  OA.  Le  point  I  est  nécessairement  le  milieu  de  l'arête  AB 
et  la  ligne  OI  est  perpendiculaire  à  celte  arête. 

Cela  fait,  il  est  évident  que  la  droite  OC  est  le  rayon  r  de  la  sphère 
inscrite  dans  le  polyèdre  régulier;  que  la  droite  OA  est  le  rayon  R  de 


Fie.  :>. 


ia  s|)hère  circonscrite  à  ce  polyèdre  et  que  01  est  le  rayon  de  la  sphère 
tangente  aux  arêtes  du  même  polyèdre.  Nous  représenterons  ce  der- 
nier rayon  par  (S. 

Tirons  les  droites  OB,  CA  et  CB. 

Supposons  que  chaque  angle  solide  du  polyèdre  ait  m  faces  et  soit 
de  l'espèce /j;  que  chaque  face  du  polyèdre  soit  un  polygone  de  «côtés 
et  de  l'espèce  q. 

Par  le  rayon  OA  de  la  sphère  circonscrite  et  par  chacune  des  m 
arêtes,  telles  que  AB,  qui  aboutissent  au  sommet  A,  menons  un  plan. 
Chacun  des  m  pians  ainsi  conduits  formera  avec  le  suivant  un  angle 
dièdre,  et  les  m  angles  dièdres  ainsi  obtenus  comprendront  p  fois 
l'espace  rempli  par  les  quatre  dièdres  droits,  que  l'on  peut  former 
autour  du  rayon  OA,  espace  angulaire,  qui  est  mesuré  par  2-.  Il  s'en- 
suit que  chacun  de  nos  m  dièdres  sera  la  m'""''  partie  de  /;  fois  2-,  ou 

sera  égal  à  ---  •  Or  le  dièdre  COAI,  compris  entre  les  deux  plans  OAC 

et  OAI,  est  la  moitié  de  l'un  de  ces  dièdres;  donc  on  a  l'angle  dièdre 


:-) 


C0A1=/-. 


Puisque  chaque  face  de  noire  polyèdre  régulier  est  un  polygone 
régulier  de  n  côtés  et  de  l'espèce  q,  l'angle  au  centre  ACB  de  l'une  de 
ces  faces  sera  égal  à  la  tû'"''"''  partie  de  q  fois  quatre  angles  droits,  ou 
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('•gai  à  -^;  par  suite,  on  a  l'angle  plan 
(2j  ACI  =  ^. 

Cela  posé,  clans  le  tétraèdre  lACO,  dont  nous  prenons  le  point  I 
pour  sommet  et  par  suite  la  face  ACO  pour  base,  projetons,  sur  le 
plan  de  la  base,  les  trois  faces  latérales  ICO,  lAO  et  lAC;  nous  obte- 
nons l'égalité 

(3)  ACO  =  ICOcosACI  -+- lAO  cosCOAl  -h  lAC  cosIACO. 
Mais,  en  vertu  de  (2)  et  (i),  nous  avons 

cosACI  =  cos  — .     cosCOAI  =  cos  —  ; 

d'ailleurs,  l'angle  dièdre  lACO  étant  droit,  il  vient 

cosIACO  =  cos-  =  o. 
2 

Par  conséquent,  l'égalité  (3)  se  réduit  à 

(4)  ACO=  ICOcos^  +  IAOcos'^- 

^    '  it  lit 

Or  il  est  évident  que 

le  triangle  ACO  =  \  OC.  AC  =  |  /• .  AC, 

le  triangle  ICO  =  -  OC .  CI  =-■  -  r.  AC  cos  ''— , 

°  2  •?.  Il 

et  le  triangle  IAO  =  - 01.  AI  =  -o.ACsin^- 
'^  2  ■}.  '  Il 

Nous  obtenons  donc,  en  substituant  dans  (4)  et  en  divisant  le  ré- 
sultat par^  AC, 

r  =  rcos' \-  psm-'—  cos  — , 

Il  '  n  m 

OU 

/■      I    —   cos-  -!—      =  p  SUl  ^—  cos 

V  «     /  1  /?  III 


2  I /|  (i.     DOSTOn. 

Remplaçant  i  —  co^■  -'-  par  siii"  —i  nuis  divisant  par  sin    -i  nous  ob- 
tenons  enfin  la  relation 

(I)  /'sin  •^— ==  pc'is — 5 

-  //        '  /// 

(fiti  existe   entre  le   rn)on  r  de  In  sphère  inscrite  dans  le  /)ol)èdic 
re'gnlier  et  le  rayon  p  de  la  sphère  tangente  aux  arêtes  du  polyèdre. 

o.  Théorème  I.  —  Lorsque  deux  polyèdres  réguliers  conjugués 
sont  circonscrits  à  une  même  sphère ,  les  rajons  des  deux  sphères  tan- 
gentes aux  arêtes  sont  entre  eux  dans  le  même  rapport  que  les  sinus 
des  angles  au  centre,  dans  les  faces  des  deux  poljèdies  réguliers. 

L'rgalité    I)  nous  donne 

■    7'^ 

sin  — 

« 


Soil  p'  le  rayon  de  la  sphère,  qui,  dans  le  conjugué  du  |)olyèdre  régu- 
lier précédent,  touche  les  arêtes.  Si  ce  polyèdre  conjugue  est  aussi  eu- 
conscrit  à  la  sphère  de  rayon  /',  nous  aurons 


9  = 
il  vient  fionc,  eu  divisant, 


sin  —  cos- 


P- 


sin —  cos  — 


lll) 


(>.   Relation  entre  le  rayon  R  de  la  sphère  circonscrite  et  celui  o  de 
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In  sphère  tnngeiite  atijc  nnlles.  —  Le  triangle  AIO  ijig-  6)  nous  (Jomie 
Ôa'=  OÏV  At'=  C)Î'+  ÂCsiii'  AGI  =  OlV  (  Ao'  -  ÔT)')  siii-  ACF. 

Fig.  G. 


Reinplaçant  les  qtianlités  par  leurs  notations,  nous  obtenons 

1  -  ■  n 

d'où  nons  clédiiisoiis 

.     ^  qr.\  .,  .,     .     .,  7 - 

=  0-  —  /"sin-  —  ■• 


1771 


.;..2Z! 


■COS-  -î—  rzr  p-  —  /"SI 

Si,  dans  cette  égalité,   nons  mettons,  à  la  place  de  /sin—  ,  sa  va- 
leur a  cos — ,  tirée  de     I),  nous  aurons  la  relation  demandée 

R-COS-'  —  =  p-—  (i-cos-  —  —  p-sin-  — i 


ou 

IIP 


Rcos—   =psin  — 


7.  Relation  entre  le  rayon  r  de  la  sphère  inscrite  et  celui  R  tie  la 
sphère  circonscrite.  —  Si  nous  divisons,  membre  à  membre,  les  deux 
équations  (HI)  et  (I),  nous  aurons  la  relation 


Rcos-^  sin' 
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qui  se  réduit  à 

(IV  j  -  =  tang'-tang'-. 

Celle  relation  était  connue  pour  les  polyèdres  réguliers  ronvexes, 
c'est-à-dire  pour  les  cas  où  />  =:  «y  =  i . 

8.  Théorème  If.  —  Lorsque  deux  polyèdres  réguliers  conjugues 
sont  inscrits  dans  une  même  sphère,  les  deux  polyèdres  sont  aussi  cir- 
canscrits  à  une  même  sphère;  et  réciproquement. 

Car,  pour  passer  d'un  polyèdre  à  son  conjugué,  il  suffit  d'échanger 
entre  eux,  dans  (IV),  d'abord  les  nombres  n  et  m,  puis  les  nombres 
(j  et  /),  ce  qui  n'altère  pas  le  produit 

lang  —  tang^— ; 
donc  le  rapport  —  reste  le  même. 

y.  Corollaire.  —  Lorsque  deux  poljèdres  réguliers  conjugues  sont 
inscrits  dans  la  même  sphère,  les  jaces  de  ces  deux  poljèdics  se 
irnm'cnt  inscrites  dans  des  petits  cercles  de  même  rayon. 

Car  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  l'une  des  laces  du  premier 
polyèdre  est  le  coté  CA  du  triangle  rectangle  ACO  [fig.  6),  qui 
donne 

CÂ'=  au'-  ()c'=  R--  /-'; 

par  suite,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  l'une  des  faces  du  polyèdre 
régulier  conjugué  a  aussi  pour  valeur  \  R- —  /-. 

10.  TiiiioRicMii  III.  —  Lorsque  deux  polyèdres  réguliers  conjugués 
sont  inscrits  ou  circonscrits  à  la  même  sphère,  le  produit  des  rayons 
des  deux  sphères  tangentes  aux  arêtes  de  ces  polyèdres  est  égal  au 
produit  des  rayons  des  deux  sphères,  Vune  inscrite  et  Vautre  circon- 
scrite à  nos  deux  polyèdres  conjugués. 
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Car  on  a,  pour  le  premier  polyèdre,  en  vertu  de  (III), 

n  cOb-^  =  0  sin  —  ; 
n         '  m 

et,  si  p'  est  le  rayon  de  la  sphère  tangente  aux  arèles  du  second  po- 
lyèdre, on  aura,  en  vertu  de  (I), 

r  sin^^-  —  (5  cos^-  • 

m         '  n 

On  en  tire,  en  mullipliant, 

(V)  R/-  =  pp'. 

11.   Relation  entre  les  rayons  K,  r  et  p  des  trois  sphères.  —  Faisons 
le  produit  des  deux  égalités  (III)  et  (I);  nous  obtenons  la  relation 

„         .     (jTZ  qr.  ^     .     pi:  VTt 

Krsui^—  cos-^  =  p'sin^—  cos^— » 

n  n  '  m  m 

qui  prend  la  forme  remarquable 

/Tri\  D         •      2771  ^     .     -ipt: 


§  II.  —  Inclinaison  mutuelle  des  faces  adjacentes 

DANS    LES    polyèdres    RÉGULIERS. 

12.  Formule  générale.  —  Nous  désignons  par  2  I  l'angle  plan,  qui 
mesure  l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes  dans  le  polyèdre  régulier, 
dont  les  faces  sont  de  n  côtés  et  de  l'espèce  (7,  pendant  que  les  angles 
solides  sont  de  m  faces  et  de  l'espèce  p. 

L'angle  2I  est  évidemment  double  de  l'angle  plan  OIC  [fig.  7). 

Pour  trouver  la  valeur  de  l'angle  I,  nous  ferons  remarquer  que  le 
triangle  rectangle  OCI  nous  donne  de  suite 

OC  =  01  sin  OIC, 
ou 

r  =  (3  sini. 
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d'où  nous  tirons 
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sin  I  =  -• 

P 


Fie. 


Mai^,  par  la  relation  (I)  du  n"  4,  nous  avons 


donc  il  nous  vient 


J>^ 


sini  = 


Celte  expression  était  connue  pour  les  polyèdres  réguliers  convexes. 

J5.  Thkorème  I.  —  Lorsque  deux  polyèdres  réj^nliers  sojit  conju- 
gues, tes  sinus  des  denn-inclinnisojis  des  Jaces  adjacentes  sont  inver- 
sement p/oportionnels  aux  sinus  des  angles  au  centre  de  ces  faces. 

Soient  I  et  1'  les  demi-inclinaisons  des  faces  adjacentes  dans  deux 
polyèdres  réguliers  conjugués,  qui  sont  terminé.*,  le  premier  par  des 
polygones  de  n  côtés  et  de  l'espèce  q;  le  second  par  des  polygones  de 
m  côtés  et  de  l'espèce  p. 

Les  angles  solides  du  premier  polyèdre  sont  de  m  faces  et  de  l'es- 
pèce p,  pendant  que  ceux  du  second  sont  de  n  faces  et  de  l'espèce  </. 

Nous  avons,  par  conséquent  (n"  12), 


(>) 


sinl 


sinl'  = 


IJTX 
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Divisant  membre  à  membre,  on  oljlient  IVgalilé 

p-K     .    pr. 
cos  —  sin 


sini 

m           m 

sinl' 

sin^—    cos^— 
n            n 

qui  revient  h 

(II) 

sinI 

cinl' 

.      f  PTT 

Mn— ^ — 
III 

„  ^ 

.    7 fi 


li.  Corollaire.  —  Si  nous  ra|)prochons  cette  égalité  de  la  relii- 
tion(V)clun°  îî,  nous  en  déduirons 

(III)  p-sinl=:  R/sinl'. 

lo.  Théorème  II.  —  Lorsque  deux  polyèdres  réguliers  sont  con- 
jugués, lescosinusdes  demi-incllnaiioiis  des  faces  adjacentes  sont  inver- 
sement proportionnels  aux  sinus  des  demi-angles  au  centre  de  ces 
faces. 

Les  deux  égalités  (i)  nous  donnent 

,/'"^  .Vf 

cos'  COS'  — 

"   T  "'  5   1/  " 

COS"  1  =:    I ,        COS''  1     :=    I , 

sin'^^—  sin-  — 

n  m 

et,  par  suite, 

cos-I  sni-^^  =  sui-       —  coh-  —  =  sm^-^ h-  sni- i, 

«  n  m  II  m 

„^,    ■     „Pt:  ■     ..  pr:  .,  ri  t:  ■     ^  pv  .     „  ri  t: 

cos-1  Sin-  —  =  SUT COS"  -^—  =  sin-  —  4-  sui" r . 

m  III  n  m  n 

Les  seconds  membres  étant  égaux,  on  a 

COS-I  SUI''  !—  =  cos^Isin-  —1 

n  III 

d  où  l'on  tire  la  proportion 

Pt: 

Sin  — 

,,_->  cosi  //( 

^IV) 


COSi  HT. 

Sin  ■■ — 
n 

qu'il  fallait  établir. 
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IG.  Théorème  111.  —  Lorsque  deux  polyèdres  regidiers  sont  con- 
jugués, les  cotnngentes  des  demi-iuclmaisoiis  des  jaces  sont  directe- 
ment proportionnelles  aux  cosinus  des  demi-angles  au  centre  de  ces 
faces. 

Divisons,  membre  à  membre,  l'égalité  (lY)  par  (II j;  nous  obtenoiis 
la  relation 

.     p-n    .     iqr. 

^      .    ^         sin  —  sin 

COSi  :  Sinl  m  n 


cosi   :sinl  .     q-n    .     ipiz 

sin  —  sin  -^ — 
//  m 

I.a  première  fraction  est  égale  à  — ~  ;  la  seconde  fraction,  après  snp- 
nression   du   facteur  2  sin  —  sin— ^commun  à   ses  deux   termes,  se 

'  /;;  Il 

q- 
cos 

réduit  à Nous  avons  donc 

COS^ 

//( 

qT. 

(V)  ^°'' 


COll 


Celte  formule  trouvera  son  application  plus  loin,  au  n°  26. 

17.  Remarque.  —  Faisons  le  produit  des  inverses  des  valeurs  (1); 
nous  aurons 

=  tang^^  lans  ■ 


sia- —  sin- 

Il  m  pi:  qix 


sinlsinl  qiz       pin 

<:o%- —  cos  — 

n  m 


Si  nous  mettons  cette  valeur  dans  la  formule  ^IV    du  n"^  7,  celle-ci 
devient 

(VI)  r=RsinIsinl'. 

18.  Inclinaisons  mutuelles  des  Jaces  adjacentes  dans  les  divers  po- 
lyèdres réguliers.  —  Appliquons  la  formule  (I)  au  calcul  de  l'incli- 
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liaison  des  faces  adjacentes  dans  les  neuf  polyèdres  réguliers;  nous 
obtiendrons  des  valeurs  que  nous  réunissons  dans  le  tableau  suivant  : 


ÛLÏÊDRES    BEGCLIERS. 


Tétraèdre 

Hexaèdre 

Octaèdre 

Dodécaèdre  convexe.. . . 

Icosaèdre  convexe 

Dodécaèdre  de  Kepler  à 
sommets  pentaèdres.. 

Dodécaèdre  de  Poinsot. 

Dodécaèdre  de  Kepler  à 

sommets  trièdrcs .... 

Icosaèdre  de  Poinsot. . . 


'•  1-  '"■  /'• 

3  I  3  I 

,'l  ,  3  . 

3  I  4  I 

5  I  3  I 

3  I  3  I 

J  'i  ô  I 

.3  1  5  ^ 

b  i  3  I 

3  1  5  2 


\^. 

i^~- 

JV'6 

\/ôo-f- 

oyj. 

{\/T5  + 

V'I). 

Vôo-t-  loyJ. 

V  Jo  — 

ov'3. 

v/5o- 

oy/5. 

-v^). 


ta.ig.I. 


-1/3. 


70. 3i 

43, 

90.00 

00, 

109.28 

16, 

uG.35 

54, 

i38.ii 

22, 

116.35 

54, 

G3.2', 

•5, 

G3.2', 

5. 

.Î..3S 

37. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  déduire  de  la  comparaison  de 
ces  valeurs  les  conséquences,  qui  en  découlent  naturellement,  et  de 
déterminer  lui-même  la  raison  de  ces  conséquences. 

§  III.  —   Expressions  générales  des  rayons  des  trois  sphères,  en 

VALEUR    DE    l'aRÊPE    DES    POLYÈDRES    RÉGULIERS. 

19.  Rajon  de  la  sphère  inscrite  dans  un  polyèdre  régulier,  en  valeur 

Fig.  s. 


de  l'arête  a  de  ce  poljèdre.  Le  triangle  rectangle  OCI  [Jig.  8)  nous 
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fournit  la  valeur 

/■  =  OC  =  Cl  tangOIC  =:  Cl  tangl  ; 

mais  nous  avons,  par  le  triangle  rectangle  ACI, 

Cl  =  AlcotACl  =  "cot^- 
Il  nous  viendra  donc,  en  subslituant, 

(I)  ar=  (Tcol    '^  tangl. 

20.  Rayon  de,  la  sphère  circrmscrilc  à  un  polyèdre  régulier,  en  va- 
leur de  l'arête  a  de  ce  polyèdre.  —  Multiplions  l'égalifé  précédente  (1) 
par  la  formule  (IV)  du  n"  7;  nous  aurons  de  suite 

aR  =  rttang  —  tane  — ^  cot  —  tangl; 
mais  on  sait  que 

tang— -  cot  -i—  =  I  ; 

'-    Il  n 

donc  il  nous  vient 

(II)  aR  =  rttaug  — tangl. 

21.  Rayon  de  la  sphère  tangente  aux  arêtes  d'un  poljèdre  régulier, 
en  valeur  de  l'une  a  de  ces  arêtes.  —  Dans  la  formule  (1),  reinpla- 

COS 

rons /•  par  sa  valeur  p 5  fournie   par  l'égalité  (1)  du  n"  4;  elle 

sin  — 
n 

devient 

2  p =  a  cot  -^—  tang  1 . 

^     .     qn  n  ^ 

sin  — 
n 

Si  nous  multiplions  les  deux  men)bres  par  sin  —  et  que  nous  divisions 
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les  produits  par  ces  —  )  nous  obtenons  l'expression 

lus 

m; 


22.   Autre  expression  de  ce  rayon.  —  Multiplions  cette   égalité, 
membre  à  membre,  par  la  relation 

cos 

.      -  ni 

sinl  = 


(lu  n"  12;  elle  devient 

.7 


d'où  nous  tirons 


cos  - 

■      T  "  T  '" 

2  0  sml  =  a îan"! 

I>-  "  .     qi 

cos  —  sin  -— 


cot 


cosi 
ou 

(IV)  2/5  =  rtcot  — sécl. 

23.  Expressions  irigonoinétriques  des  rajons  r,  R  el  o  des  trois 
sphères,  en  valeur  de  l'arête  a  des  divers  polyèdres  réguliers.  —  Dans 
les  formules  (I),  (II)  et  (III),  remplaçons  7ietq,  ni  e[  p  par  les  nombres 
entiers,  qui  conviennent  à  la  suite  des  neuf  polyèdres  réguliers;  puis 
mettons  de  même,  à  la  place  de  tangl,  ses  équivalents  trigonomé- 
triques,  qui  sont  consignés  au  tableau  du  n°  18.  Nous  obtiendrons  des 
résultats,  que  nous  pouvons  réunir  dans  un  même  tableau,  au  moyen 
duquel  il  sera  aisé  de  calculer  les  expressions  numériques  des  trois 
layons  /',  R  et  p  en  fonction  de  l'arête  a. 
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1 

VALEUR 

F.N    FONCTION    DE    l'aRÈTE 

a,  DE 

3r. 

2R. 

2  p. 

Tcti-aèilre 

acot-  Sllly 
J          4 

fi  tang' sin  y. 
■>        -l 

a  cos—  siiiy  ;  cos  — • 

b            .'(                3 

Hexaèdre 

1 

flcotysin-. 
^       -' 

a  tang-  sin-- 

fi  cos V  sin-;  cos-- 
4         2           3 

Octaùdi-c 

.«cotïsin^. 

2«tang^sin|. 

2acos-sin-;-:cos-r- 
3        4          4 

Dodécaèdre  convexe 

■J!              377 

2rtcot-p  sin 

m    .     37r 
2atang-jsin— • 

77      .       3.77 
2fiC0STSin ÎCOStt- 

5        10           3 

Icosaèdrc  convexe. . . . 

TT    .    .3w 
/.«cot^sm'-. 

TT      .      ,3,7 

4n  tangv  sin' 

77     .     ,3,7               77 

'i  «cos- sin'  —  :  cos  -  • 
'           3         lo           o 

Dodécaèdre  de  Kepler 

à     sommets     pen- 

271     .      Stt 

2  fi  cet -^  sin  — -  • 

.           ■n     .     3,7 

2  fi  tang-  sm 

"  J            10 

377      .       3,7                 77 

2  fi  COS -^  Sin —  :  cos-- 

Dodecaèdre   de    Poin- 

2acot^  sin  — • 

a         lo 

5fi  tang-r-  sin^- 

2acosT  sin^  ;  cos  V- 

J           lu               3 

Dodécaèdre  de  Kepler 

à  sommets  trièdres. 

2ficot3iisin^. 

2  fi  tang -sin  —  . 
"3        10 

2n  cos-^  sin  —  :  cos-- 
0          10           3 

IcosaèJre  de  Poinsot. 

'|fiCOt-sin'  — • 

,',  fi  tang^j  sin"  ~ 

,                   77      .      .    77                   277 

4  a  COS- Sin- —  :  cus-s-- 
3         10           .1 

^    IV.      —    VoLiniE    DES    POLYEDRES    RÉGULIERS    CONVEXES. 

2i'.  Formule  'générale.  —  Soient  F  le  nombre  des  faces  d'un  po- 
lyèdre régulier  convexe,  el  n  le  nombre  des  côtés  de  chaque  face.  Clia- 
cime  des  F  taccs  est  la  base  d'une  pyramide  régulière,  ayant  son  som- 
met au  centre  O  du  polyèdre. 

Le  triangle  ABC  [fig.  8)  est  l'un  des  Ji  triangles  dont  se  compose  la 
face,  qui  a  son  centre  en  C.  La  surface  de  cette  face  sera,  par  suite, 

n .  ABC  =  » .  I AB .  CI  =;  {nu  .  CI  ; 

mais  le  triangle  ACT  donne 

CI  =  AIcotACI  =  -^rtcoi-- 


il  vient  donc 
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n.  ABC  =  7  na-  cot  - • 

4  " 


225 


Puisque  la  hauteur  OC  de  la  pyramide  régulière,  qui  a  pour  base 
II.  ABC  et  pour  sommet  le  centre  O,  est  égale  au  rayon  r  de  la  sphère 
inscrite,  le  volume  de  cette  pyramide  sera 

V  =  —  na- rcot-- 

12  n 

Le  volume  de  notre  polyèdre  régidier  est  donc 


(I) 


V  =  —  ?iFa-rcot  -■ 


23.  Expressions  dh>erses  du  volume  d'un  polyèdre  régulier  con- 
vexe. —  En  faisant  dans  cette  furmule  les  substitutions  convenables, 
on  verra  qu'on  a  aussi 


(II) 


V  =  —7iiYa'  col-  '-  tanel, 
24  n         ° 

\  =  :^n¥r^  tang-cot-I, 


;«FR''col'-"  col=-col'I, 


Y  ^^  -nY f/  tans-  sin  2T  cosi, 
b        '  °  « 


V  =  -  n  FR  rp 


colM. 


sin  —  sin 


26.  Rapport  des  volumes  de  deux  polyèdres  réguliers  convexes, 
(lui  sont  conjugués  et  inscrits  dans  la  même  sphèie.  —  La  dernière  des 
formules  (11),  qu'il  serait  facile  d'établir  directemeni,  nous  permet  de 
démontrer  un  théorème  curieux,  dans  lequel  intervient  le  rayon  de  la 
sphère  tangente  aux  arêtes. 

Lorsque  deux  polyèdres  réguliers  conjugués  sont  inscrits  dans  la 
mèrne  sphère,  nous  savons  (n"  8)  qu'ils  sont  aussi  circonscrits  à  luie 
même  sphère. 
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D'ailleurs  le  produit  «F  a  aussi  même  valeur  pour  les  deux  po- 
lyèdres conjugués,  s'ils  sont  convexes;  car,  si  ce  produit  est  4.6  =  24 
Dour  l'hexaèdre,  il  sera  3  8  =  24  pour  l'octaèdre;  de  même,  s'il  est 
5.  !2  =  6opour  le  dodécaèdre,  il  sera  3.  20  =60  pour  l'icosaèdre. 

Cela  posé,  soient  V  et  V  les  volumes  des  deux  polyèdres  réguliers 
convexes  et  conjugués,  qui  sont  inscrits  dans  la  même  sphère  de 
rayon  R  ;  r  le  rayon  de  la  sphère  inscrite,  qui  est  commune;  o  et  p'  les 
rayons  des  deux  sphères  tangentes  aux  arêtes;  I  et  I'  les  demi-incli- 
naisons des  faces  adjacentes;  «  et  m  les  nombres  de  côtés  de  leurs 
faces;  F  et  F'  les  nombres  de  ces  faces. 

En  vt  itn  (le  la  dernière  des  formules  (II),  nous  avons 

cos-  —  cot-I 
V  =  i«FRrp '-^ —, 


cos-  -  cot'  I 

v  =  ^  m  FR  rp' 


sin  -  sin  — 
/;        m 


ivisant  inuubre  a  membre  et  observant  que  mF  =  inF\  il  vient 

cos-  —  cot'  I 


V  _ 

V  = 


P  ■<'^  ,711 

■^    cos-  -  col'I 

/( 

3!ais  l'égalité  (V)  du  n"  IG  nous  donne,  en  y  faisant  p  =  i,q  =  ], 
COS  —  cot  1  =  cos  -  cot  1  ; 


donc  d  reste 

v       p' 


On  en  conclut  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Lorsque  deux  poljèdres  réguliers,  convexes  et  conju- 
gués, sont  inscrits  dans  la  même  sphère,  leurs  volumes  sont  entre  eux 
comme  les  rayons  des  sphères  tangentes  aux  arêtes  des  deux  poljèdres. 


THÉORIE    MATHÉMATIQUE     DE    l'ÉLASTICITE. 


Résumé  d'une  Conférence  sur  la  théorie  mathénuitique  de 
l'élasticité,  faite  aux  élèves  de  V École  Polytechnique  (pro- 
motion de    1877- 1879). 


Par  m.  h.  RESAL 


Nous  considérerons  comme  étant  connues  toutes  les  notions  phy- 
siques relatives  à  l'élasticité  et  à  ses  limites,  ainsi  que  la  définition  de 
la  pression  dans  l'intérieur  d'iui  s\stèmc  moléculaire.  Nous  ne  nous 
occuperons  d'ailleurs  que  des  corps  homogènes,  dont  nous  représente- 
rons par  D  la  densité  à  l'état  naturel,  c'est-à-dire  lorsque  ces  corps 
sont  soustraits  à  l'action  de  toute  force  extérieure. 


Sommations  qui  représentent  les  compnsontes  des  pressions. 

Soient  Oo.',  Oj-,  O:;  trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  G  le  centre 
de  gravité  d'un  élément  superficiel  ab  =^  dui  compris  dans  un  corps 
homogène  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'un  des  trois  axes  ci- 
dessus,  à  Oz  si  l'on  veut,  jiour  fixer  les  idées. 

Pour  nous,  une  molécule  m  sera  siiuée  au-dessous  du  plan  de  r/w, 
quand  sa  coordonnée  parallèle  à  Oz  sera  inférieure  à  celle  de  G. 

Désignons  par  m  une  molécule  située  au-dessus  de  ab,  telle  que  la 
droite  mm'  =  r  traverse  f/w,  et  par  mm'J[r)  l'action  moléculaire  exer- 
cée par  m  sur  m' . 

Considérons  d'abord  des  couples  de  molécules  ??i,  /«'comprises  dans 
un  cylindre  ayant  pour  base  d'^}  et  dont  les  génératrices  aient  une  di- 
rection déteriuinée. 

29.. 
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Si    nous   admettons  d'abord  que  /•  reste  constant,  nous  aurons   la 

résultante 

i?i  fi  r)  D  r/u  /■  cos (  r,  z  ) , 

et  il  faudra  faire  la  somme  de  toutes  les  expressions  semblables,  en 
faisant  varier  /•  depuis  o  jusqu'au  rayon  de  la  sphère  d'activité. 

Nous  avons  donc  parallèlement  à  l'axe  des  x  la  composante  de  la 
pression 

/;.^=  D  Som77i/ (/■);•  cos  (r,  z)cos(r,  x). 

La  somme  est  relative  à  toutes  les  orientations  d'un  rayon  partant 
de  G,  mais  situé  au-dessus  de  (Yoj;  mais  cette  somme  est  la  moitié  de 
celle  que  l'on  obtiendrait  en  fiisant  tourner  le  rayon  rdans  tous  les 
sens  autour  de  G,  En  nous  plaçant  à  ce  nouveau  point  de  vue,  nous 
aurons 

p~^=  -  Som m J[r)r cou {r,z)  cos(r,  jr), 

et  de  même 

\  Pzy=^  -Soni /«/(/■)/•  cos  (r,  z)cos(/-,;k), 

I  /),;,  =  -  Som  mf[r)  rcos"  (  r,  z). 

D'après  le  mode  de  raisonnement  que  nous  avons  adopté,  on  voit 
que  les  clioses  se  passent  comme  si,  toutes  les  molécules  wz  se  trou- 
vant placées  en  G,  les  molécules  ni'  rayonnaient  autour  de  ce  point. 

Soient  x,j,  z  les  coordonnées  du  point  G,  x  -\-  //,  y  +  A,  z  4-  / 
celles  d'une  molécule  quelconque  située  dans  la  sphère  d'activité  de  ce 
point.  Nous  avons 

cos(r,x)  =  p,     cos(r,;-)=^     cos(r,z)  =  ^ 

et,  en  posant  ©(r)  =——>  les  formules  (i)  deviennent 

Pzx  =  -  Som  m  (p[r) Ih, 

p.^.  =  -  Som  A/2  ffl  (  r)  Ik, 

p^.  —  -  Somm  ^{r)l'. 
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Ces  expressions  sont  milles  lorsque  le  corps  considéré  est  à  l'état 
nalurel,  ce  que  nous  supposerons  dans  ce  qui  suit. 

Expression  des  pressions  en  jonction  des  déplacements . 

Admettons  que,  sous  l'action  de  forces  extérieures,  le  point  Géprouve 
un  déplacement  dont  nous  représenterons  par  u,  r,  iv  les  projections 
sur  Ojt,  Oj-,  Oz.  Nous  ne  conserverons  que  les  premières  puissances 
de  ces  déplacements  et  de  leurs  dérivées  partielles.  L'élément  de  volume 
dx  dj dz  est  devenu 

[dx  H-  du  [dy  -4-  dv){dz  -\-  dw)  :=  dxdjdz  M  +  -£  4-  1!1  -i-  ^  j . 

La  dilatation  cubique  est  ainsi 

„,  du         (h        do.' 

(^)  ^  =  d.^7;^-i:' 

La  densité  dans  la  sphère  d'activité  de  G  est  devenue 

D  /  dtl  dv  du'\ 

Soient  âh,  oA,  oV,  'î/'  les  variations  éprouvées  par  fi,  k,  /,  ;.  Nous  au- 
rons, par  exemple, 

p  ^j.  =  —f,om  niyir  +  or){l-\-  ol){h  +  âh) 

~  ?-  Som  mo(r)  lh-\-^  Somm['j'(r)  Ih  âr  +  y  [r)loyi  -+-  -^  [r'jhâl] . 

Or  le  premier  terme  de  cette  expression  est  nul  avec  les  termes  en  o; 
il  vient  donc 

p^^—  ~Somm[f'(r)lhâr-i-  ^{r'jdâ'h  -+-  ^5/)], 

et  de  même 

^^^  {  p,^=  5  Som  m[o\r)lk  ^r  -i-  ?(/■;(/  ok  -^  k  5/)  j, 

[/>,,  =  ?Sommry'(r)Z-5r+2'v(A)/5/]. 
Mais  âh  notamment  n'est  autre  chose  que  l'accroissement  que  prend  u 


oV/ 

:z. 

du    1 

du 

A  + 

î'. 

et  ( 

le 

même 

âk 

= 

—  h  + 
dx 

dv 

k  H- 

t'- 

51 

= 

d<r   , 
dr''-^ 

diV 

dV 

k  -^ 

S'. 

or 

h  S  h  -+- , 

kSA-h  là 

/ 
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quand  on  y  remplacer,  j-,  z  par, r -(- A,  7  +  A,  r^  /;  nous  avons  donc 


(6) 


et  enfin 
(7) 

Concevons  que  l'on  substitue  la  valeur  (7)  dans   les  formules  (5), 

.     ,  ,  , ,,  p  .     du    du    du     dv  ,  . 

puis  les  valeurs    0);  on  rera  ensuite  sortir  -r  '  -7-'  -r'  -r'  ■  •  •  des  sienes 

'  \       /  '  (fj-     dy     (ir      flx  '^ 

Som.  Mais  le  calcul  se  simplifie  notablement  si  l'on  remarque  que: 
1"  en  raison  de  la  symétrie,  les  sommes  renfermant  A,  A,  /  à  des  puis- 
sances impaires  sont  nulles,  puisqu'elles  doivent  avoir  la-même  valeur 
en  changeant  les  signes  de  ces  variables;  2°  d'après  la  troisième  des 
équations  (2),  on  a, 

SomwGi(r)/-  =  o; 
par  suite, 

o  =  Somm  o{r)h-  =  Som/72  zi{r)k-  =^Sominç[r)l^  =  Som  ni  'p{r)r-  =  o. 

Si  1  on  pose 

som  m h- 1-  =:  Som  m  - — -  /r  A"  =  Som  m  -^-^ —  A-  /-  = y.  » 

r  I  /-  D  ' 


Som  m  '  "     h'    =  Som/?i  — —  A*     =  Som  m  ?-^  /*     = 


d'^' 


les  quantités  p.  et  v  étant  deux  constantes  spécifiques,  on  trou  ve 

[du  dn- 

/'-^    --l'-\d^^dl 

dcr 

/du  dr  .  da 


,Q\  ;  /dv         d 

(8)  U.,-  -F-[j,-^~ 
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11  existe  entre  les  conslantes  p.  et  v  une  relation  qui  résulte  de  ce 
que  leurs  valeurs  sont  indépendantes  du  choix  des  coordonnées. 
Soient  en  effet  a,  |3,  y  les  angles  que  forment  avec  Oz  trois  axes  rec- 
tangulaires 0.r',  O)',  Oz',  //,  A',  /'  les  projections  sur  ces  trois  axes 
de  la  somme  géométrique  //  +  A-  +  /;  nous  avons 


3') 


/  =  h'cosx  H-  k'cos[-j  +  /'cosy, 

■•)/'■ 

=  V  (cos*a  H-  cos''|5  ^-  cos^y) 

+  6p.(co8-«cos-,S  -^  cos-(z  cos-y  +  cos-/3  cos-y). 

cos-a  +  cos-|3  H-  cos-y  =  i 


Or,  de 
on  tire 

cos' a+ cos"^  /5 -t- cos*  y  =  i  —  2  (cos^  a  cos"  jS  +  cos-  a  cos^y-f-  cos"  /5  cos=  y  ] 
En  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (8'),  on  trouve 

=  3,a  r*l: 


nous  avons  donc  finalement 

/  du  dw  ^ 

IFr  "^  7l. 
(  di'         di 


z'-  =  -i'-  [TTr  '  ./:; 


P^r  =   -  /J- 


d'  '^    dy 


__  /du  dr  „   div\ 

""'  '     \dx     '     dj  dz  j 

Par  luie  permutation  de  lettres,  on  obtiendra  les  valeurs  des  d„., /j,,., 
j>^y,  et  l'on  reconnaîtra  que  les  égalilés  p_,.,  —  p.,, .  . .  sont  vérifiées. 

[*]  Cette  relation,  établie  parCauchy,  puis  par  Poisson,  a  été  contestée  par- Lamé, 
ijui,  aux  notations  près,  admet  que  u  et  v  sont  indépendants.  Mais  les  expériences 
récentes  de  JI.  Kirchlioff  sur  Tacier  fondu  et  de  M.  Cornu  sur  le  cristal  ont  démontré 
très-nettement  que  la  restriction  de  Lamé  devait  élre  mise  de  côté  quand  il  s'agit  de 
corps  isotropes. 

Nous  devons  ajouter  que  des  expériences  faites  indépendamment  les  unes  des  autres 
au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  sur  la  traction  et  à  la  Société  industrielle  de  Mulhouse 
sur  la  torsion  confirment  le  résultai  ci-dessus 
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En  substituant  les  valeurs  des  pressions  dans  les  équations  d'équi- 
libre intérieur  résultant  de  la  considération  du  parallélépipède  élé- 
mentaire, on  obtient  trois  équations  aux  différentielles  partielles  entre 
les  inconnues  u,  v,  w. 

Les  conditions  relatives  à  la  surface,  où  la  pression  est  donnée  en 
fonction  de  x,  j\  z  on  plutôt  en  fonction  de  deux  de  ces  coordonnées, 
en  vertu  de  l'équation  de  cette  surface,  s'obtiendront  par  la  considé- 
ration du  tétraèdre  élémentaire. 

Si  au  lieu  de  l'équdibre  il  y  a  mouvement,  on  remplacera  dans  les 

équations  générales  de   l'élasticité  X,  Y,  Z  par    X — •     Y — ;; 

Z î    et  alors   nous  aurons  des  équations  aux  différentielles  par- 

(tf  '  ' 

tielles  entre  quatre  variables  a?,  j^,  z,  t. 

Qu'd  y  ait  équilibre  ou  mouvement,  il  n'y  a  que  dans  quelques  cas 
|)articnliers  que  l'on  peut  effectuer  l'intégration. 

Revenons  aux  généralités.  Considérons  ini  corps  sollicité  par 
plusieurs  groupes  de  foi  ces  (S),(S'j,  (S"),...,  et  supposons  que  les  pres- 
sions sur  sa  surface  forment  également  différents  groupes  (a),  (a'), 
(7"),...,  en  nombre  égal  aux  précédents,  ce  qui  peut  toujours  t.e  faire 
en  complétant  par  d(  s  zéros,  s'ilya  lieu,  le  groupe  le  moins  nombreux. 
Les  équations  de  l'équilibre  intérieur  relatives  à  la  surface  étant 
linéaires  en  u^  r,  xv,  il  est  clair  que,  si  l'on  satisfait  aux  équations  ci- 
dessus  en  combinant  ileux  à  deux  les  groupes  (S)  et  (17),  la  solution  du 
problème  s'obtiendra  en  faisant  la  somme  des  u,  v,  (T' obtenus  de  celte 
manière. 

Il  résulle  de  là  que,  si  des  forces  produisent  simultanément  une 
traction  ou  compression,  une  torsion  et  une  flexion,  il  suffira  d'étu- 
dier en  particulier  chacune  des  déformations,  comme  si  elle  se  produi- 
sait indépendamment  des  autres. 


Interprétation  géométrique  desjormules  qui  représentent 
les  pressions  intérieures . 

Supposons  que  Ton  transporte  les  coordonnées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  au  point  G. 
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Si    un   point   m  primitivement  situé   sur    Gz  est   venu  en   ///,,  on 
a  //  =  o,   A'  =  o,  et  la  troisième  des  formules  (G)  donne 

div  Si         Gm,  —  G  ni 

On  voit  ainsi  pourquoi  —  exprime  une  dilatation  :  nous   représente- 
rons cette  dérivée  partielle  pnr  5j. 


/y 
Les  coordonnées  de/??,,  parallèles  àOx,0/,  Ozont  pour  expressions 


fi^^k 


Il  résulte  de  là  que,  aux  termes  du  second  ordre  près,  on  a  pour  les 
équations  de  la  normale  matérielle  primitive,  après  la  déformation, 

,        >  du  .,  dv  .^ 


Les  coordonnées  d'un   point  primitivement  situé  dans  le  plan  de 
l'élément  dw  ont  pour  valeurs,  après  la  déformation, 

,  ,  ^,  ,  du   ,  du  , 

Y  —  h  +  d/i  —  Il  +  --  h  H-  —  k. 

^  dx  dy 

n  =  k  +  ûk  =  k  +  —  h  -\-  —  A-, 
dx  dy 


C  =  5/ 


dtv 


X-, 


eie  Math.  {Z^  série),  tome  V.  —   Jvillf.t  1879, 
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d'où 

pour  l'équation  du  pl.in  dans  lequel   se  trouvaient  primitivement  les 
points  matériels  contenus  dans  d'ji. 

Les  équations  de  la  normale  GN  à  ce  plan  sont 

Portons  à  partir  de  Gsur  les  directions  de  G?n,  et  de  GNdes  longueurs 
GN',  GN  égales  à  l'unité;  l'élément  NN'  mesurera  le  glissement,  c'est- 
à-dire  l'angle  compris  sous  la  normale  matérielle  déformée  et  la  nor- 
male à  l'élément  matériel  déformé  du.  Désignons  par  y.  ce  glissement 
et  par  Y„  sa  projection  sur  l'axe  des  jc;  nous  avons 

d'où 

du         div 

;^  +  ;^  =  v- 

D'après  les  considérations  ci-dessus,  on  peut  donc  écrire 

^^^^  i  Pz.=    -  p.(^.v+  K  +  3<?,),       p.,,=   .  .  .,       ft, .-   . . ., 

De  la  traction.  —  Nous  rappellerons  que,  si  l'on  représente  par /)' la 
pression  exercée  sur  un  élément  dont  la  normale  fait  les  angles  a,  Ci,  y 
avec  les  axes  coordonnés  Ox,  Oy.,  O-,  on  a 

I  p,  =  p^jc  cos a  +  pj^y  cosp  +  p-,.,  cos y, 

(A)  p,  =  Pyy  cos/3  +  py-c  cos  a  -4-  /j,.,  cos 7, 

'  p.  =  p^.  COS'/  +  p~^  cos  a  -t-  p. y  cos/3. 

Nous  avons  d'ailleurs,  lorsque  les  molécides  d'un  corps  isotrope 
lie  sont  sollicitées  par  aucune  force  extérieure, 

dpxz         dpxy  dp^-_    _ 


B] 


dx 

dy 

dz 

d.r 

^ 

dy 

+ 

dpy: 

dz 

dp.. 
d.r 

+ 

dp-., 

dy 

+ 

dp.... 
dz 
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Considérons  maintenant  un  prisme  ou  cylindre  maintenu  par  une 
extrémité  AB  et  dont  l'autre  extrémité  CD  est  soumise  à  une  traction 
uniformément  répartie  sur  sa  surface  Q.  Soient  Q  la  charge  totale,  Oz 
l'axe  de  la  pièce,  Ojt,  Oj  deux  axes  rectangulaires  compris  dans  le 
plan  de  AB. 

On  a  pour  la  surface  latérale  ^'=  o,  7  =  0,  /3  =  go°  —  a,  par  suite 

(  l>x.,  cos  a  -h  p^y  sin  a  =  o, 

(A')  <  py^.  cos  a  +  pyy  sin  a  =  o, 

'  p^j.  cos  a  H-  p,y  sin  a  =  o, 

et  pour  la  section  CD 

(  ^',  )  P:.c  =  o,     /;,,  =  o,     p,,  =  —  ~- 

Si  nous  admettons  que  p^x^^  o,  p^y  =:  o  et  que  les  conditions  (A',) 
soient  satisfaites  dans  toute  la  masse,  sauf  vérification  ultérieure,  nous 
n'avons  plus  à  nous  occuper  des  équations  (B)  ;  mais  alors 


d'oi 


0  du 
^di 

dv        ,       diV 

'^  ly''     'di~ 

■'% 

du         dw 

-f-  —  --1-  -r  = 

dx         dz 

du  _ 
dx  ' 

_dv   _          I   dw 
(ly               4  dz 

or  la  troisième  des  formules  (A',  )  donne 


d'oi 


du        dv         „  dwX  Q 

ly^dj'^      dl)~  "  â' 


5         diK'       5     ,.  > 

^  2  '  dz  2  '  / 


X  étant  l'allongement  éprouvé  par  la  longueur  /  de  la  pièce. 

Il  suit  de  là  que  le  coefficient  de  glissement  /x  est  égal  aux  deux 
cinquièmes  du  coefficient  d'élasticité  E. 

En  nous  reportant  plus  haut,  nous  voyous  que  le  prisme  éprouve 

;io.. 
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^ 

une  contraclion  latérale  d\  =  5,.—  —  -'  égale  au  quart  de  la  dilata- 
tion longitudinale,  résultat  qu'une  expérience  de  Caignard-Latour  a 
confirmé. 

Tout  ce  qui  précède  est  applicable  au  cas  où  le  prisme  serait  soumis 
à  une  compression. 

De  In  torsion  des  prismes. 

Considérons  un  corps  prismatique  ou  cylindrique,  c?nsé  vertical 
pour  fixer  les  idées,  maintenu  par  sou  extrémité  supérieure  et  dans  le 
plan  de  la  base  duquel  on  fait  intervenir  des  forces  continues  assu- 
jetties à  la  seule  condition  de  se  réduire  à  un  couple  pour  qu'elles  ne 
produisent  pas  de  flexion. 

Soient  O  le  point  fixe  de  l'axe  Oz  de  la  pièce  ;  Ox^  Oj  deux  droites 
rectangulaires  comprises  dans  le  plan  horizontal  du  point  O. 

Suivant  M.  de  Saint-Venant,  dont  nous  suivrons  à  très-peu  près 
l'analyse  '^*],  la  torsion  est  définie  par  un  déplacement  "rotatoire  de 
chaque  section  droite  dans  son  plan  (eu  négligeant  d'abord  la  défor- 
mation de  celte  section),  proportionnel  à  la  distance  z  de  la  section  au 
plan  xOf. 

Nous  pouvons  donc  poser  pour  le  point  {x,f,z),  et  en  désignant 
par  5  une  constante, 

{ I  )  «  —  Sfz,     V  —  —  5xz. 

Conditions  relatives  à  la  surface  latérale.  —  Nous  avons  y  =  90", 
;3  =  90" —  «,  et,  en  exprimant  que  la  pression  sur  la  surface  latérale 
est  nulle, 

/>jj.cosa  -7-  pj-ySinv.  =  o, 

p.j.  cosa  ~{-  pyySina  =^  o, 
P^j:  cosa  -.-  p^ySiiia.  =  o. 

Les  deux  premières  de  ces  conditions  seront  satisfaites  si  nous  ad- 
mettons, sous  la  réserve  de  justilications  ultérieures,  que  l'on  a  dans 


[*]   De  ta  torsion  des  prismes,  lb55. 
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toute  la  mnsse 

(2)  Pxx^O, 

(3)  Pxr="' 

(4)  Piy=o. 

Soit 

(5)  .fi^O')  —  ° 

l'équation  du  périmètre  de  la  section  droite;  comme  nous  avons  pour 
ce  périmètre 

dj-  clx 

^^  =  -cota  =  -^, 

la  troisième  des  conditions  ci -dessus  se  réduit  à 

/fis  '^f  <f 

(6)  P^^T.-^P-Tr  =  °- 

Condition  relative  à  la  base.   —    Cette  condition  sera  remplie    si 
pour  toutes  les  sections  on  a 

(7)  Pz.=  0, 

ce  que  nous  supposerons  encore  sous  toutes  réserves. 

Équations  de  l'équilibre  intérieur.  —  Si  nous  admettons  qu'en   un 
point  quelconque  de  la  pièce  on  ait 

(9)  ï'  =  o, 

les  équations  de  l'équilibre  intérieur,  eu  égard  aux  formules  (a),  (3) 
et  (4),  se  réduisent  à  la  suivante  : 
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Déductions  de  l'hypothèse  de  la  nullité  de  la  pression  sur  un  élément 
quelconque  perpendiculaire  à  chacun  des  trois  axes  coordonnés .  — 
Des  équations  (2),  (3)  et  (7)  on  déduit 


d'où 


dv  dw  ^(lu  

d^  ^  7:  '^  ^di^  "' 

du  dw         o  dv 

:r  -^  ^  -^-  3^  =  o, 

d.r  dz  dy 

du  dv         „  dw 

dx  dy  dz 


du  du 

-r  =  O'     -r  =  o, 


,     ,  dw 

(7')  7/3  =«• 

JjCs  deux  premières  de  ces  conditions  étant  satisfaites  par  les  valeurs 
(1),  il  n'3  a  plus  lieu  de  nous  en  occuper,  et  il  en  est  de  même  des 
formules  (  2)  et  (3). 

Dernières  conditions.  —  L'équation  (4),  qui  revient  à  la  suivante, 

du  dv 

dy  dx  ' 

étant   également  vérifiée  par  les  valeurs  (1),  doit  être  mise  aussi  de 
côté. 

Nous  avons  maintenant 

I  (du        dw\  1 .  dw\ 

^^^'  \  Idv  dw\  I,  d»\ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (10),  on  trouve 

,       ,  d'w  d'-iv 

('^)  lî^^^-dy-''- 

Résumé  des  Jorinules .  —  Ou  voit,  par  ce  qui  précède,  que  le  pro- 
blème  de   la   torsion  d'un  prisme  se   ramène  à  la  considération   des 
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formules  suivantes  : 


7') 


da-   _ 

d'iv         d'u 
djc^  dy- 


—  O) 


^.-.=  -f^(5r  + J; 


p^ 


(5) 


(6)  (9j+^ 


■.=K^--£)' 

J{x,y)  =  o, 

^  +    —  5x  4-  -p 

rfx         V                       dy-j 

^df 

les  deux  dernières  étant  relatives  au  périmètre. 

Soit  <j?w  un  élément  delà  hase  du  prisme  ayant  pour  coordonnées 
.r,  j  ;  pour  que  les  forces  de  torsion  se  réduisent  à  un  couple,  comme 
nous  l'avons  admis  dès  le  début,  il  faut  que  l'on  ait 


/  Pzx^'^  =■  ''.       j  Pzy'^'-^  --  ^1 


ou 


[3)  \  -r-  d'j)  =  O,       I  '-—  d'j)  =  o, 


conditions  auxquelles  on  devra  encore  satisfaire. 

Supposons  que  le  problème  soit  résolu  ou  que  l'on  ait  obtenu  w 
en  fonction  de  x  et  /,  et  désignons  par  3TC  le  moment  de  torsion 
Jp^yXd'j}  —  fp.^yd(,i,  qui  est  censé  donné;  nous  aurons,  eu  égard  aux 
formules  (i  i  ),  pour  déterminer  0,  la  relation 

(.4)        31^  =  p.[5/(x^  +  r)r/c^  "^'/(S^'  ~  TJ^-'')'^"']-  ' 

Quoique  ce  qui  précède  suppose  que  les  forces  p^^d'u,  p-y({<j>  qui 
produisent  la  torsion  doivent  être  réparties  sur  la  base  suivant  une 
loi  qui  doit  résulter  de  la  solution  du  problème,  il  est  inutile  de  s'ar- 
rêter à  celte  restriction  lorsque  l'on  passe  du  domaine  de  la  théorie 
pure  dans  celui  des  applicalions,  car,  comme  Lamé  l'a  fait  judicieuse- 
ment remarquer,  en  s'appuyant  sur  l'expérience,  les  effets  de  la  torsion 
deviennent  indépendants  du  mode  de  distribution  desforces  extérieures 
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à  une  très-pelile  distance  de  leurs  points  d'application  et  ne  dépendent, 
en  définitive,  que  du  moment  de  torsion. 

Application  au   cjlindre  elliptique. 

Soient  Ox,  Oyles  directions  désaxes  principaux  ia.  ib  du  profil 
elliptique; 

{a)  f{x,r)  —  ~^-\-Y.—i  —  o 

l'équation  de  ce  profil. 
La  formule  ,6)  devient 

(*)  («r  +  S) *'-^  -^  (-  ^-^  ^  $')«V  - o, 

et  sera  évidemment  vérifiée  d'une  manière  générale  jiar  une  valeur 
de  w  proportionnelle  à  xy .  Ou  trouve  ainsi 

V    '  a- J-  6-      -^ 

et,  comme  cette  valeur  satisfait  aux  formules  i-j')  el  (12),  on  voit  qu'elle 
donne  la  solution  du  problème. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que,  d'après  la  for- 
mule (c),  les  sections  droites  d'un  cylindre  circulaire  restent  planes 
après  la  déformation,  mais  que,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  chacune  de  ces 
sections  devient  un  segment  d'un  paraboloïde  hyperbolique.  On  voit 
également  que,  dans  deux  angles  droits  adjacents  déterminés  par  les 
axes,  il  se  produit  une  saillie  et  un  creux. 

Les  formules  (11)  deviennent 

valeurs  qui  satisfont  bien  aux  conditions  (i  3),  car  il  est  visible  que 
les/>rx^/'^î  Pzyd(»  forment  deux  à  deux  des  couples. 
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Enfin  on  déduit  facilement  des  formules  id\  eu  égard  aux  valeurs 
connues  des  moments  principaux  dinerlie  de  l'ellipse. 


i^  =  raî 


Ir 


Les  masima  des  valeurs  absolues  de /î.:^^^r  correspondant  respec- 
tivement a  1=  /'  et  à  .r  =  a,  on  voit  que  la  plus  grande  valeur  de  la 
composante  de  glissement  est  développée  aux  sommets  du  petit  ase  de 
chaque  section,  qjii  sont  ainsi  les  points  dangereux,  résultat  complète- 
ment opposé  à  celui  que  l'on  déduit  de  la  résistance  des  matériaux. 

De  la  flejcion  d'un  prisme. 

Considérons  un  corps  prismatique  dont  la  longueur  e>t  a,  fixé 
liorizontalement  par  uue  extrémité,  et  tel  que  le  plan  vertical  j"0_r  pas- 
sant par  son  axe  O.rsoit  un  plan  de  symeirie. 

Soient 

O;  la  perpendiculaire  eu  O  au  plau.rO  »  ; 

P  la  résultante  des  forces  verticales   qui  sont  censée»  uniformément 

reparties  sur  la  base  libre  de  la  pièce  ; 
OA  la  forme  que  prer.d  1  axe  du  prisme  sous  lintluence  de  la  force  P; 
lî  la  section  droite  de  ce  pri>me; 
I  son  moment  dinertie  par  rapport  à  une  parallèle  Gx  à  Os  menée 

par  sou  centre  de  gravité  G  . 

Conditions  relatives  à  la  surjace  latérale.  —  ?f ous  avous  ici 

a  =  90°,     7  =  90°— (S 

et 

V-A ^  Pxr^^^^  -^  Pxz  sin.S  =  o, 

p^  ces  £  -^-  p,~  sin  jS  =^  o. 


(  P^  COS  p  -r-  /!„  SUl  .^  =  O 

Les  conditions  [a)  seront  satisfaites  si  dans  la  masse  on  a 
II  )  /V=^^-     /'-■-- =  ^^ 

Joarm.  de  V*tk.  (3*  âérîe\  tome  V.  —  Jcajxt  1S7V». 
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comme  nous  le  supposerons  dans  ce  qui  suit,  sauf  à  établir  ultérieure- 
ment les  condilions  qu'il  faut  remplir  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

Les  équations  de  l'équilibre  intérieur  se  réduisent  alors  aux  sui- 
vantes : 


(2) 

=lf + 1' + 1ë= = "■ 

(2') 

^■=-. 

(2") 

dn„ 

Les  équations  fi 

i)  se  réduisent  aux  siuvantes  : 

Oj.  4-  3o,.  -i-     '5.  =  o, 

o\-  +     'î,-  4-  3  0  -  =  o , 

d'où 

(3) 

^  =  ^.-1 

et 

(4 )  p..=  -  IJ. { ^  +  c;\  +  3 o\)  =  -  I iJ.o\. 

HypotJièscs.—  Pour  chercber  à  faire  cadrer  la  théorie  malhétiiatique 
de  l'élasticité  avec  la  théorie  de  la  résistance  des  matériaux,  nous  |)ose- 
rons 

fj^  =  A„  +  A,  )", 

formule  dans  laquelle  A„,  A,  désignent  deux  constantes. 

I^a  condition  Jp,.j.drti  donne  A,,  =  o,  d'où  il  suit  que  l'axe  de  la 
pièce  n'éprouve  pas  de  dilatation,  que  sa  longueur  n'a  pas  varié,  d'où 
sa  dénomination  d'axe  neutre. 

I^e  moment  total  des  p^j-do),  pris  dans  le  sens  de  la  flexion,  donne  la 
relation 

—  jP.xxX'^'^  =  —  |p.A|I  =  P(rt  —  x), 
d'où 

[h]  A,=       -P(---1 


5 
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et 

;-,  ^  du  iV'n  —  .r) 

'  ri.r  5  fil        "^ 

Eli  (lésignaiil  pary(j,z)  une  fonction  arbitraire  Aç  j  et  z,  celte  der- 
nière équation  donne 


'6^ 


"=~5^[(''~^)^''^^^'^"''0" 


Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que  A,  n'est  autre 
clioscque-  —•  Or,  en  remplaçant  dans  la  forinulefa')  la  niession  /;,.,. 
par  sa  valeur  en  fonction  des  déplacements,  on  trouve 

if  II  d-  r  I 

(i.r  dj  dx-  f, 

(0  représenlaiit  le  rayon  de  courbure  à  la  distance  x  de  O  poin-  toutes 
les  files  de  molécules  parallèles  à  Ox. 

Quoique  ce  résultat  ne  soit  pas  d'accord  avec  la  théorie  de  la  résis- 
tance des  matériaux,  la  formule  [b]  nous  donne  néanmoins  le  résultat 
connu 

El       n/ 
? 

La  double  équation  (3),  eu  égard  à  la  valeur  (5j,  donne 

\  dy  ioy.l  ^  '-^ 

^     '  dv  P       , 

\    dz  lojil  ^  '-^  ' 

d'où 

\d)  v  = (a  —  x)y^ -\- (ùix.z), 

[d'j  „,  =  _L_(rt-x)  +  i}^(x,jr). 

Mais,  en  raison  de  la  symétrie,  u' doit  seulement  changer  de  signe 
avec  z,  de  sorte  que  la  formule  {d')  se  réduit  à  la  suivante  : 

(7)  ^''  =  T^^^ii"^-^)-^'- 


■xkk 

La  relation  (l'j  donne 


II. 

RIÎSAL 

nne 

d>'  _^ 

Oî 

dn/  [x,z] 
dz 

=  - 

P      ( 

'a  ■ 

-x)z. 

x 

,  z)  =  - 

p 

20tl 

,(^- 

.T 

)'J  -A-   ■ 

M  enfi 

P     , 

en  inliodiiisant  une  noiiville  fonclion  arbitraire  x(j")- 
La  formule  [d)  devient  ainsi 

Or  l'équation  (2')  revient  à  la  suivante, 

tfv  d'il 

d'où 

d-y  ?.P    ,  . 

dx-         5  ;x  I  ^  ' 

el  enfin,  en  représentant  i)ar /.  et  //  deux  constantes, 

(8)  ..  =  ^^  [^^{a  -  xnr-z^)  +  ■!(.  -  -3)  +  A-.r  +  /.J. 

Nous  avons  donc,  en  résumé, 

(  Vin  —  X )  ) 

Px.i   = ~-  '        Pyy  ==  O,        ^,,  =  O,        p,,  =   O, 

,     ,  P  /  a   «y         r=  —  c=  ,  \ 

(9)  \/^-=7U.77-^--^^  -^-    ' 


I  \5   d) 
1  V  (■2  df         1 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (  2),  on  trouve  la  suivante 
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qui  e.->l  satisfaite  par 

\J{j-.  z)  =  Y  +  --COS///  (s  -+-  a  )  ("Me'"'  -t-  Ne-'"'), 
/  + -2cos;//(j  +  c')(M'e""'''^  +  N'e-'"'), 

M,  N,  ?H,  a,  M',  N',  m',  s'  étant  des  constantes  arbitraires. 

Cette  expression  doit  être  considérée  comme  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (e),  puisque  sous  les  signes  2  elle  renferme  tlcux  fonctions 
arbitraires. 

Mais  comme  n,  par  suitey(^,  s),  ne  doit  pas  changer  quand  on  y 
remplace  z  par  —  s,  la  formule  (lo)  doit  se  réduire  à  la  suivante  : 

\f'I^  ^)  =  7  -^  !  -  cos/7iz(Me"'.'-  +  Ne-'"-') 

(•'''''         J  5 

[  -1-  -  IM'  cosm'  [j-  -+-  £  j(e'"'-  -+-  e-'"-  j. 

Enfin,  en  nous  lepoi  tant  aux  fornuiles  (9),  nous  devons  conclure 
que  M'  est  nul,  puisque p-^.  doit  setdemeut  changer  de  signe  avec  z. 
JNous  avons  donc 


;ii) 


(  Z"'-^-  ""  ï  [5-^''  ~  To~  '^  ^  ^'"  cos/7iz(Me'"'-  -  Ne-""  )J, 
I  p.^.  =  -  K^  —  ::■/«  si  n  ;«z(Me"''  +  Ne"'"'  )   • 


Equation  à  laquelle  doit  salisjaiic  le  pérùiictre  pour  que  les 
h  ypothèses  que  nous  avons Jaites  soient  admissibles. 

L'équation    A;  donne  pour  le  périmètre  de  la  section  droite,  en  re- 
marquant  que  -^  =  —  col,i, 


(,.)      * 


dz 

•^  —  Ini  sin///z.fMe^'+  Ne-'"-^) 


dz  7 


f^  -  ~—  k  +  2/7zcos7«z(Me"'^—  Ne-'"^) 
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et  l'on  a  bien  ■<-  =  o  pour  z  =  o,  comme  cela  devait  èlre,  en  raison  de 
la  symétrie. 

L'intégration  de  cette  équation,  en  admettant  qu'elle  puisse  s'effec- 
tuer pour  des  valeurs  spéciales  de  M,  TN, /«,  introduira  une  dernière 
constante  arbitraire,  que  nous  désignerons  parc. 

Mais  il  faut  aussi  que  les  arbitraires  satisfassent  aux  conditions 

(i3)  /_/')■    dz(/j-  ==  o, 

;  1 4  )  ///',.,.  dz  dy  =  P, 

les  intégrales  s'étendant  à  foute  la  section  droite  du  prisme  :  ainsi  donc 
ou  n'a  que  deux  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  c,  /;,  et 
les  M,  N  et  m. 


Deuxième   solution    du  problème   au    moyen    de  Jonctions 
algébriques   [*]. 

L'équation 

<lj^  "^  dz'  ~"    ^-^ 

a  pour  intégrale  générale 

y  =  f +F(j  +  îz)  +  F,(7-/z.), 

/  représentant  le  symbole  y/—  i  et  F  et  F,  deux  fonctions  arbitraires. 

Développons  les   fonctions   F  et  F,   suivant  les   pidssances  ascen- 
dantes de  s,  et  posons 


[*J  Cet  article  n'est  qu'un  Appendice,  attendu  que  dans  la  limite  du  temps  assigné 
à  la  Conférence  il  n'a  pu  être  développé.  F,. 


THÉORIE    MATHÉM.iTIQUE    DE    L  ÉLASTlCITt.  2^7 

les  fonctions  arbitraires  f  et  (]/  étant  substituées  à  F  et  F,;  nous  trou- 


<P"^ 


\  ■^  "''1.2.3..  .{in  +  i)   c/t-^" 

/i  étant  un  nombre  entier  positif  dont  la  limite  inférieure  est  l'unité 
Cette  formule  est  surtout  applicable  au  cas  où  l'on  admet  que  y  et  !; 

sont  des  fonctions  algébriques  de  j. 

Si,  comme  dans  le  cas  particulier  du  problème  de  la  flexion  que 

nous  avons  étudié  et  que  nous  ne  perdons  pas  de  vue,  la  fonctiony  est 

paire  en  z,  on  doit  avoir  (j;  =  o,  et  par  suite 


^16] 


Les  deux  dernières  des  équations  iC))  deviennent  alois,  en  reinpla- 
rant  -i.  l>ar|y, 


I  [20 


Pf   . 


-An 

""d'y' 

'-■ 

r/-»+'-^ 

■   -'  1.2.3. . 

.nn    dy'^"-^' 

- 

1  ■■ 

1       <^"o   ^j„ 

-1 

I  .  2 . 3 .  .   2  /z  2  «  dr°" 


Enfin,  au  lieu  de  l'équation     12)  représentant  1  équation  diftéreii- 
lielle  du  profil,  nous  avons  la  suivante, 

I                   „           (  —  II"             I      f/'"o     ,      , 
—  y^  +  ^'   ■ ^^ -yin  ^ 

dy  10  \  .1.5  .  .  .^.n  in  dy'" 

I  I  2"   :  -t-    — ;     '- , 

^         '  dx  q     ,        z^  ,        df        „         ( — i)"         d^"->-'<f 

~y /■  -H  — -  H-  2, — T — ■—  z""' 

20  20  dy  i  .1.  5.  .  .m   «>  '"+  ' 


qui  satisfait  bien  à  la  condition  de  —  =  o  pour  z  =  o. 

Supposons,  par  exemple,  que,  A  représentant  une  constante,  on  ait 
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o  =  .\r'^  ;  on  trouve,  en  reniplarant  la  constante  arl^ilraire  A"  par  — • 


2  r:  (  I  —  1 5  A  ] 


3  )  =  (  3  -f-  ^îo  A 1  —  «'-  (  I  -I-  6o  A  )  —  X- 


éqnation   qui   s'intègre    facilement  dans  cliacnn   des   cas  où  /"  =  o, 
3  -t-  2oA  =  o,    1  +  ooA  =  o. 

Il    nous  paraît   inutile  d'insister  su)'   ce   point    ([ne   toute  solution 
qui  ne  comporte  pas  un  périmètre  limité  n'est  pas  admissible. 


SUR    LES    ÉQUATIOÎfS    SIMULTANÉES.  a-Jq 


Mcmoire  sur  les  équations  simaltanccs  aux  délivres  partielles 
(lu  premier  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue; 

Par  m,  h.  LAUREiVT. 


Dans  ce  Mémoire,  je  me  propose  de  faire  connnître  une  nouvelle 
niétliode  pour  l'intégration  d'un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue. 

Étant  donné  un  pareil  système,  il  n'admet  pas  toujours  une  solution. 
Bour,  en  suivant  l'analyse  développée  par  Jacobi  pour  l'intégration 
d'une  équation  unique,  afaitvoir(XXXIX"  Cahier  du  Journalde  l'Ecole 
Polytechnique)  que,  lorsque  certaines  conditions  dites  d'i/ité^rabilité 
complète  élaienl  remplies,  lesyslèmeadmeltait  une  solution  renfermant 
un  nombre  de  constantes  arbitraires  égal  km  —  n  -h  \ ,  m  désignant  le 
nombre  des  variables  dont  dépend  la  fonction  inconnue,  et  ?i  !e  nombre 
de»  équations  du  système.  Celte  solution  est  ce  que  l'on  appelle  une 
solution  complète;  quand  unsvï.tèmepossède  unej-olution  complète,  on 
dit  iju'il  est  complètement  intégrahle. 

Par  la  méthode  de  la  variation  des  constantes,  on  peut  déduire  de 
lintégrale  complète  toutes  les  autres  solutions  du  système,  à  savoir  : 
une  solution  renfermant  une  fonction  arbitraire  qui  dépend  de  n  xa- 
rïahïes  e\  (\i\e  Von  di^^eWt  \a  solution  génèi aie,  et  d'autres  solutions, 
moinsgénérales,  que  l'ouappellei'o/wf/o/ji  singulières.  Bouraégalemenl 
fait  voir  que,  quand  les  conditions  d'iutégrabilité  complète  ne  sont  pas 
satisfaites,  le   système  peut  néanmoins  admettre  une  solution;  cette 

Journ.  de  Math.  (3*  série),  tome  V.  —  Juillet  1879.  J^ 
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solution,  quand  elle  existe,  est  la  solution  complète  d'un  nouveau  sys- 
tème renfermant,  outre  les  équations  proposées,  de  nouvelles  équations 
que  l'analyse  de  Bour  apprend  à  y  adjoindre.  Dans  ce  qui  va  suivre,  d 
ne  sera  question  que  de  systènies  complètement  inlégrables. 

L'analyse  développée  dans  ce  Mémoire  reposant  sur  la  théorie  des 
équations  simultanées  aux  différences  totales  du  premier  ordre,  je 
crois  utile  de  résumer  cette  théorie. 

Le  système 

c/x.  =  X.:,,dt,  +  Xo2  r/Zo  M-  . .  .  -f-  Xo,///„, 


dx,„  —  X,„,c/t,  +  X„,.c/t.,  -1-  . ,  .  -f-  X,„„dt„ 


dans  lequel  les  X,y  sont  des  fonctions  de  jt,,  x.^,  . . .,  x,„,  t, ,  /j, . . .,  /„, 
peut  être  considéré  comme  définissant  »i  fonctions  x,,  j",, . . .  ,  a-„  de 
^1,  ^2, .  . .,  t„;  il  est  alors  équivalent  au  système  des  équations  dont  le 
type  est 

On  dit  cpie  le  système  (i)  est  aux  différentielles  totales.  Pour  que  ce 
système  admette  unesolution,  il  est  nécessaire  que  les  seconds  membres 
des  équations  (i)  soient  des  différentielles  exactes  quand  ou  y  suppose 
les  X  remplacées  par  les  fonctions  de  t,,  /,,  .  .  .,/„quisontprécisément 
les  inconnues  de  ces  équations;  il  faut  donc  que  l'on  ait  en  général, 
quels  cpie  soient  /,  j.  A', 

dti  (Ifi 

la  lettre  d,  employée  comme  caractéristique  différentielle,  indiquant 
que  l'on  regarde  les  t  comme  seides  variables  indépendantes,  les  x 
devant  être  considérés  comme  fonctions  des  i.  Celte  formule  peut 
s'écrire 

Mais,  si  les  équations  (i)sont  satisfaites,  cette  dernière  sera  satisfaite 
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il.r,  (l.r 

en  remplaçanl  -y^  et  -^  par  X,,y  et  X,j^/,  :  si  donc  les  formules  (i ,  sont 
satisfaites,  il  est  nécessaire  que  l'on  ait 

•        ''  At:  Z-làr.,  ■''  (1/.,  ^L 


jdx,;'^!' 


Celte  condition,  nécessaire  pour  que  le  s\slèiiie(ij  admetle  nnesolu- 
tion,  est  suffisante.  Cette  proposition  a  été  établie  par  M.  Méraydaiis 
son  Précis  cV^nalj  se,  et  par  ]M.  Donquet  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques  ;  mais  les  démonstrations  données  par  ces  deux  auteurs 
reposent  sm-  l'emploi  des  séries  et  ne  s'appliquent  qu'à,  des  fonctions 
X,y  dans  lesquelles  on  peut  supposer  les  variables  imaginaires;  d'ail- 
leurs il  resterait  à  montrer  comment  on  peut  effectuer  l'intégration  sans 
avoir  recours  aux  séries.  Dans  les  Mathemalischen  Annalen,  t.  V,  elle 
Bulletindes  Sciences  mathématiques,  t.  XI,  M.  Mayera  prouvé  que  les 
conditions  (2)  étaient  toujours  suffisantes,  en  monlr;mt  comment  on 
pouvait  iniégrer  alors  le  système  (i).  L'analyse  de  M.  May  r  repose  sur 
un  théorème  de  M.  Liouville;  il  m'a  semblé  que  l'on  [louvait  éviter 
l'emploi  de  ce  théorème  et  simplifier,  au  point  de  vue  didactique, 
comme  il  suit  l'exposition  de  M.  Mayer. 

Que  le  système  (i)  soit  ou  ne  soit  pas  intégrable,  on  pourra  toujours 
intégrer  le  système  d'équations  ordinaires 

d.r,                         dx,  ,lr., 

[^)  -,      =X||,        — ~   =  A.,|.        — —  =  A,,,,, 

en  V  considérant  t.^,t^,..  . ,  /„  comme  des  constantes  et  en  prenant  poui' 
constantesd'iniégration  les  valeurs^:",  x\^ . . .  dea;,,^,, ..  pour  /,  =  t'\. 
Si  le  système  (i)  admet  une  solniion,  il  est  clair  qu'on  l'obtiendra  en 
choisissant  convenablement  x\,x\ ,. . .  dans  les  expressions  de  .r,  ,^'2,.  ■ . 
fournies  par  les  intégrales  de  [a].  Ces  conslantes  devront  être  lellcs 
que  l'on  ait  encore 

,     ,.  'Ix,  dx, 

{Cl)  117  =^-'"   •■••    7Z^  =  ^^'>'     ■  •  •  ' 

les  intégrales  de  {a)  étant  résolues  par  rapport  à  x^.  x'I,  ....  différcn- 

32.. 
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tioiis-les,  nous  aurons  ties  équations  telles  que 


dx  ■        , 

or   -j^  est  égal,  en  vertu  de  (rz),  à  X,, ,  et,  à  cause  que  x^  est  une  nité- 
grale  de  {a),  le  coefficient  de  dt^  dans  cette  formule  est  nul,  et  l'on  .i 

la  formule  précédente  se  réduit  à 

\dt,  ^    dx,     dt::  J 


Si  l'on  veut  que  les  équations  {n')  soient  satisfaites,  il  faudra  que  cette 

formule  ait  encore  lieu  quand  à  -r-^  on  substituera  X,y;  on  obtiendra 

ainsi  un  système  d'équations  aux  différentielles  totales  -à  n  —  i  va- 
riables 

(-> '^:  =  fê -p ''.=)'"«- (S -p "'>.-•■•• 

de  sorte  que,  si  le  système  (i)  est  iutégrable,  les  quantités  j:"",  x],  ... 
seront  données  par  les  équations  (c).  Je  vais  prouver  que,  si  les  con- 
ditions (2)  sont  satisfaites  identiquement,  les  fornudes  (c)  ne  contien- 
dront pas^,.  En  effet,  désignons  par  G  le  coefficient  de  rZ/j  pa'"  exemj)le. 
Nous  avons,  en  ayant  égard  aux  équations  [a], 


(P) 


,   (IG  _   (l'.r.         V-— Ï^Y      -J-V 

\  .17;  "'  dTTdZ  ~^2j  àc^j    j'  '^Zd 


â-x' 
dt,  (l.r, 


Zjdx,dxj^J' 
<IX,,       Y  ''^"  Y    "1  ''-^i-" 


d'un  autre  côté,  en  désignant  pour  un  instant  par  E  le  premier 
membre  de  la  formule  [h],  qm  est  identiquement  nul,  on  a  identi- 
quement 


tlE        dE  dE 

dT,  '^  ;^^'=  +  di;^^ 


dE 
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en  remplaçant  E  par  sa  valeur  [b),  on  obtient  l'identité  suivante  : 

•^  =  T— r-  +  7  T — r  X,,  4-  >  -r^  -r— 
(lf,d/,        ZjiI'/'''i  ^  d'-i    tl'v 

^U   ^-U    "J7     t'-'i 

Si  l'on  a  alors  égard  aux  formules  (2),   les   deux  équations  i p)  et  (</ 

doiuient  par  sousfrdction 

dG 

d7:  =  «' 

ce  qui  montre  bien  que  les  formules  (c)  ne  contiennent  pns  /,. 

Cela  posé,  pour  que  le  système  (1)  soit  intégrable,  il  faut  que  Ton 
puisse  satisfaire  auxéquations  'a!)  à  l'aide  des  intégrales  du  système  rt). 
Ces  intégrales  élant  résolues  par  rapport  à  x, ,  jCo,  .  . . ,  on  en  déduit 

1  d-î^i     F  dj,     ,  dr,     ,     „  dj:,     ,     „ 

1   dx,  =  -^dl,  +  V  f^ff-    h  ...  -h  -r^dxl  +  v^  Wlr"  +  . .  . 
\  df,  <\t,       ■  d.r°  '  dx; 

dx^  =  .  .  . 


( -T-^  désigne  la  dérivée  àex,  considéré  comme  fonction  de  ,r'',  j:f;,. . . , 
\  tltt         °  '  I       -'       ' 

t,,  f2,...;'\\  ne  faiit  pas  la  confondre  avec  la  dérivée  —^  qui  est  prise 
en  faisant  varier  les  t  partout  j .  Mais  on  doit  avoir 

dx,  =  -:-dt.  4-  —-dtn  -{-  ... 
dt^        ^  dl,        - 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  puisque  les  formules  («')  ou  (i)  doivent 
avoir  lieu, 

r/x,  =  X, ,  ^^  +  X.^r//, -)-... , 

et,  par  suite,  [d)  deviendra 


2j4  ^-     LAURENT. 

Ces  équations  sont  sous  une  autre  forme  les  équations  [d]  :  elles  ne 
contiennent  donc  pas  t,  et  Ion  peut  y  faire  t,  =  t'[  ;  mais  alors  elles 
deviennent 

\  dx\  =  X';  2  dt.  +  X';  ^  f//3  +  . . .  4-  Xî„  dt„, 

^  /  ' 

Réciproquement,  si  ces  équations{3)  peuvent  être  satisfaites,  elles  expri- 
ment que  ^^/a:,,  c/jT;,  .. .  tirés  des  intégrales  de  (n)  peuvent  être  identifiés 
avec  les  r/jr,,  djc^-  ■  ■  ■  tir  es  de  (i),  et  par  suite,  si  le  systéir.e  (3)  estinté- 
giable,  le  système  (i)  l'est  aussi. 

Supposons  le  nombre  des  variables  t  égal  à  deux,  dans  le  système  (3) 
le  nombre  des  variables  t  sera  égal  à  un.  Donc,  dans  ce  cas,  le  syslème 
3)  est  intégrable,  et,  quand  les  formules  (2)  ont  lieu,  le  système  1^ 
est  également  intégrable. 

Supposons  le  nombre  des  variables  <  égal  à  trois;  le  système  (3)  dé- 
pendra de  deux  variables  ^et,  pour  ce  système,  les  conditions  d'inté- 
grabilité  seront  satisfaites  si  les  formules  (2)  le  sont.  Eu  effet,  les  con- 
ditions d'intégrabililé  du  système  (3)  s'obtiennent  en  faisant  i,  =  t" 
dans  (2).  Donc  le  système  (3)  est  intégrable,  et,  par  suite,  (i)  l'est  aussi. 

Si  le  nombre  des  variables  t  est  égal  à  quatre,  on  démontrera  que  le 
système  (3)  à  trois  variables  est  intégrable,  et,  par  suite,  (i)  le  sera 
aussi,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  système  (i^soit 
intégrable  est  que  les  formules  (2)  aient  lieu  ideiuiquement.  Lu  marche 
à  suivre  pour  effectuer  l'intégration  est  celle  que  nous  venons  d'in- 
diquer. 

Toutefois  M.  Mayer  a  montré  que,  par  un  changement  de  variables 
convenables,  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  lesX*  soient  nuls  et, 
par  suite,  l'intégration  du  système  (t)  se  ramène  à  lintégiatiou  d'un 
syslème  ordinaire,  à  savoir  le  système  [a). 

Nous  indiquerons  plus  loin  le  perlèctioniieuient  apporté  par 
M.  Mayer  à  la  méthode  précédente. 


Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  encore  quelques  observations  au 
sujet  des  équations  aux  différentielles  totales. 
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Quand  on  donne  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires  à 
intégrer,  il  peut  se  faire  que  parmi  ces  équations  il  y  pu  ait  qui  forment 
un  système  d'équations  aux  différentielles  totales  intégrables.  Cette 
circonstance  sera  généralement  avantageuse,  car  le  système  d'équations 
aux  différentielles  totales  en  question  pourra  s'intégrer  séparément  et 
à  l'aide  d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires  beaucoup 
plus  simple  que  le  système  proposé.  Si  donc,  eu  faisant  subir  aux 
équations  proposées  certaines  transformations  algébriques,  on  peut  en 
déduire  des  équations  aux  différenliellcs  totales,  on  se  placera  dans 
des  conditions  propres  à  simplifier  l'inlégratiou. 

Peut-être  sera-t-il  bon,  à  cette  occasion,  défaire  observer  que,  si  l'on 
a  un  système  d'équnfions  du  premier  degré  par  rapport  aux  différen- 
tielles des  fonctions  et  des  variables,  que  ce  système  soit  aux  différen- 
tielles totales  ou  ordinaires, 

[m)  w,  =  o,      00,,  =  o,      .  . . ,      tfj,„  =  o, 

il  existe  toujours  un  système  de  multiplicateurs  ),,y,  tels  que 

X/i  W|     -i-    X,-2''^2    +    .   •    •    -+-   X/m''^;;) 

soit  une  différentielle  exacte.  Pour  démonlrer  cette  assertion,  désignons 
par 

{m')  û,  =  a,,      ii,  =  «.,      ....      Lî,n  =  y-,n 

les  intégrales  des  équations  [m)  résolues  par  rapport  aux  constantes 
d'intégration  a,,  a^-  -■    .  *.>m  'ps  équations 

r/fi,  =  o,     dil.  =  o ,      . .  .  ,     dÙ„,  =  o 

qui  résultent  de  la  différentialion  des  équations  (ni')  doiventétre  iiieu- 
tiques  à  (m),  sans  quoi  réiimination  des  différentielles  des  variables 
principales  entre  ces  équations  et  [m)  fourniraient  des  relations  entre 
ces  variables;  r/iî,,  r/i}^,  ...  doivent  donc  être  des  coudjinnisons 
linéaires  de  w,,oo2,  ...,  ce  qui  démontre  l'existence  des  multiplica- 
teurs A,,. 
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la  recherche  directe  des  facteurs  1  sera,  en  général,  impraticable, 
mais  on  conçoit  qu'ils  puissent  se  deviner  dans  des  cas  particuliers. 
Quand  les  équations  (m)  seront  intégrées,  il  sera  facile  de  trouver  les 
midtiplicaleurs,  et  alors  même  leur  considération  peut  n'èlre  pas  dénuée 
d'intérêt.  En  effet,  soit  : 

À,  ,  W,   +  ).,2  OJo  -l-   ■  •  •  +  '^'im'J^m  =  ^i^i  1 
>.o|  «,    +  )vo.,OJo  +  .     .  +  ).2m'^^m  =  c/i^î, 


On  aura,  en  appelant  A  le  déterminant  2  ±l^,l^„,  . . . ,  /.„„„, 


de  sorte  que  les  équations  [m]  pourront  être  satisfaites,  non-seulement 
poin-  ^12,  =  o,  <Yûo  =  o, ...,  on  il,  =  fz,,  Ho  =  «2,  . . . ,  mais  encore 
pour  A  =  ao  ;  mais  la  solution  qui  pourra  résulter  de  cette  équation 
A  =  ^   ne  sera  jamais  prise  en  considération  dans  ce  qui  va  suivre. 

En  général,   pour  intégrer  le  système  (i),  la  marche  la  plus  simple 
consistera  à  poser 

(")      ^  =  Xi {«!,«.,  ••  •î'z,,-,, 0,    ^  =  X2---,    ^,  =  x„..., 

/, ,/2t  •••  désignant  des  fonctions  de  t  et  de  7^  —  i  paramètres  a,, 
aa,  . . . ,  a„_i,  que  l'on  assujettira  à  s'annuler  à  la  fois  pour  t  =  i°  quels 
que  soient  a,,  a^,  .  ■  ■  -,  «Zn-i,  ou  au  moins  à  se  réduire  pour  f  =  /"  à  des 
quantités  indépendantes  de  a,,  a^,  . . .,  c/.„^,.  Les  équations  (i)  se  ré- 
duiront alors  à  des  équations  différentielles  ordinaires  dans  lesquelles 
la  variable  indépendante  sera  t;  on  profitera  en  général  de  lindéter- 
mination  des  fonctions  ^  pour  faciliter  l'intégration  des  équations 
transformées.  Lorsque  ces  équations  auront  été  intégrées,  il  suffira 
d'éliminer  entre  les  intégrales  et  les  équations  (7^)  les  paramètres  a 
pour  obtenir  les  intégrales  des  équations  aux  différentielles  totales  (i). 
On  peut  se  rendre  compte  de  ce  fait  de  plusieurs  manières.  On  peut, 
par  exemple,  supposer  qu'aux  variables  t,,t.,,  ...,  /„  on  substitue  les 
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variables  /,  a,,  a^,  ....  a„_|.  Les  équalions  (i)  deviennent  alors 

'            V    "   d;             '-  àt  '"  àt  J 

da.    '     -^'-ii., -^'"da 


^(X,.^^X„S;-^...^X,„^)^. 


on,  pour  abréger, 

dx,  =  0,1  dl  -T-  A,|  dy.f  -h  . . .  +  A„,_,  r/a„_, . 

Pour  intégrer  ces  équations,  on  commencera  par  intégrer  le  système 
ordinaire,  comme  le  prescrit  la  règle  énoncée, 

dx,  —  Q,dt: 

puis,  faisant  /  =  /",  on  déterminer, i  les  .r,"  qui  sont  nos  constantes 
d'intégration  ou  les  valeurs  des  x,  pour  t  =:  i"  au  n)oyen  des  équations 

dxl'  =  A,",  du,  +  .^,';,r/a,  ~  . . . -i-  A,'i_,  d<A„_,  ; 

mais  A,",,  A,*!,,  .  . .  sont  nuls  ;  en  effet,  on  a 

A"   =X"  =^  +  X"  ^-i : 

"         ^  "        dz,  '-  tlx  ' 

or  /'.'./"...     ont  été  choisis  indépendants   des   «  :    donc -r-- >■••  sont 

luils,  donc  A,"j,  A,",,  .  .  .  sont  nuls;  les  dxf  sont  nuls  et,  par  suite, 
les  xf  sont  des  constantes  absolues.  Les  intégrales  des  équations  (i) 
sont  doncles  intégrales  mêmes  des  équations  dj:,=  O^dt,  et  il  ne  reste 
plus  qu'à  v  remplacer  les  nouvelles  variables  t,,a,,  «2,...  par  les 
anciennes  t,,  /^i  ■  ■  ■  • 

-Supposons  qu'il  s'agisse  d'intégrer  l'équation 

}Z  dx  —  xydz  —  xz  dy  =  o  ; 
on  poiura  poser 

j  =  t,     z:=  al  ; 

mais,  en  procédant  ainsi,  on  est  conduit  à  intégrer  l'équation 
xdt  —  2 1  dx  =  o. 

Joiirn.  de  Math.  (3'  série%  tome  N.  —  Aoii    i?79.  ^-^ 
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qui  ilomie 

jc  =  kt"' 

pour  t  =  o;  X  ne  peut  pas  prendre  la  valeiu'  arbitraire  Xf,  :  la  méthode 
tombe  alors  en  défaut,  et  il  faut  prendre 

.>'  =,?'!)  +  ',     -■  =  ^0  -*-  a^- 
On  trouxe  alors  l'équalion  eu  / 

ij'a  +  0  (^0  -i-  at)d.V  —  {2(Xi  -h  2„  +  c(j\,)x(it  =  o, 
d'où  l'on  tire,  en  appelant  A  une  constante, 

.r  =  k{j„  + t){z-^-h  at); 
pour  t  =:  n,  .r  prend  une  valeiu'  arbitraire  a  ^  et  l'on  a 

.r    f,r„-!-  e)lz„-h  ar' 

.»■„  ~  y„3„ 

L'élimination  de  ^  et  a  donne  l'intégrale  chercliée 

X  yz 

m. 

Dans  la  plupart  des  questionsoù  l'on  rencontre  des  équations  simul- 
tanées aux  dérivées  partielles,  la  fonction  inconnue  n'entre  p;is  expli- 
citement dans  ces  équations  :  c'est  ce  qui  arrive  toujoins  dans  les 
équations  que  fournissent  les  problèmes  de  Mécanique,  pour  lesquels 
le  théorème  des  forces  vives  a  lieu. 

Mais,  lors  même  que  la  fonction  inconnue  apparaît  dans  les  équa- 
tions données,  il  est  facile  de  la  faire  disparaître  et  de  remplacer  le 
système  de  ces  équations  par  un  autre  qui  ne  contienne  plus  la  fonc- 
tion inconnue.  Si  l'on  désigne,  en  effet,  par 

m  =  const. 
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une  intégrale  non  singulière  des  équations  proposées,  on  peut  prendre 
la  fonction  ç-  comme  inconnue,  et  l'on  sait  alors  que  chaque  équation 
du  système  ilonné  ne  contiendra  que  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion 'D  ;  l'ancienne  fonction  inconnue  Hgnrera  comme  simple  variable 
indépendante  dans  les  équations  transformées.  Celte  manière  de  faire 
disparaître  la  fonction  inconnue  présente  quelques  inconvénients,  très- 
légers,  il  est  vrai  :  ainsi  elle  fait  disparaître  les  solutions  qui  ne  ren- 
ferment point  de  constantes  arbitraires,  et  les  équations  homogènes 
auxquelles  elle  conduit  ne  se  prêtent  pas  à  une  méthode  d'intégration 
que  nous  indiquerons  plus  loin,  et  qui  peut  parfois  être  la  plus  simple. 
Jacobi  a  indiqué  une  autre  méthode  qu'il  n'a  pas  développée  et 
qui,  appliquée  à  !a  lettre,  conduirait  à  des  résultats  absurdes.  Voici 
comment  on  peut  la  présenter.  Soit 

{x)    f,{x,.jc„ ,  .r„.  Il,  p,,  p.,.    ..,/)„)  =0,    J,  =  o,      ...,    y,,,  =  o 

le  système  à  intégrer,  x,,  x-2,  ■  ■  ■  désignant  les  variables,  u  la  fonction 
inconnue,  ^,,  p„,  ...  les  dérivées  relatives  à  sc,,x.2,  ■  •  ■  respectivement. 
Posons  V  =  ut,  d'où 

de  I     di-   1    de 

d7  =  "'     ~t~àI,~P''     7  d7,  =  /^--      •  •  •  ■' 
les  formules  [x)  deviendront 

I   d<  I    d. 


'y)    /,[  X,     X.,.  .  ..  ,  X„,  "1  -  7—  ;  ■  •  ■  ^  -  -y—      =0,    /.,  =  o,     .  .  .  ,     /,,,  =  o, 

et  il  est  clair  que,  z^  désignant  une  solution  de  (X;,  z^^  sera  une  solution 
de  )■)  ;  mais,  \>  =  ut  étant  une  solution  de  (j-),  «  =  -  ne  sera  pas  néces- 
sairement une  solution  de  [x)^  car -pourra  contenir  t  et  l'on  n'aura 

di'  ■    1  •        '1''  tl" 

pas  -,-  =  u.  mais  bien  -p  ==  «  -f-  /  ^^  • 
'       d;         '  dt  At 

Quoi  qu'il  en  soit,  désignons  par  v  une  solution  du  .système  (;);  en 

remplaçant  v  par  sa  valetir  dans  le  système  (^■),  celui-ci  se  réduira  à  des 

identités,  c'est-à-dire  sera  satisfait  quels  que  soient  .r ,,  .r, .....  i  et ,  par 

suite,  il  le  sera  encore  si  l'on  y  suppose  t  fonction  des  x  eî  en  parti- 

33.. 
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ciiliei'  si  /  est  défini  en  fonction  des  jc  par  le  moyen  de  l'équation 

,    >  (1     /lA  du 

Mais,  quand  on  fera  celte  supposition,  on  obtiendra  les  mêmes  iden- 
tités que  si  l'on  avait  remplacé -p  par  ?/,  ce  qui  revient  à  dire  que  les 

équations  (x)  seront  satisfaites  en  prenant  ?^  =  -  et  en  supposant  /  dé- 
fini par  la  relation  (z). 

En  d'autres  termes,  connaissant  une  intégrale  F  =  o  de  {j~),  pour  en 
déduire  une  de  {x),  il  suffira  d'éliminer  t  entre  cette  intégrale  et  :  z  ]  ou 
l'équation  suivante,  obtenue  en  différentiant  celte  intég'a'e  F  =  o  : 

d»  dF       dF  _ 
dt   au         (it 


IV. 

Nous  allons   mainlenant  exposer  noire  méthode  d'intégration  des 
équations  siniullanées  aux  dérivée»  partielles,  non  linéaires. 

Désignons  par  y,,  /o, .  ..,/„  des  fonctions  donrues  des  variables  .r,, 

,         ,  ,    .     ,  .    ,,        du      du  du     ,, 

.T., a-,„,  f,,t t,,,  et  des  dernees partielles -;—,-;—?  -  ••;  -; —  d  une 

-'  ""     ''-'•"'  1  Jx,     dr,  d.r,„ 

fonction  inconnue  u,  prises  par  rapport  à  a-,,  .To,  . . . ,  x,„.  Tout  système 
d'équations  aux  dérivées  partielles  simultanéis  à  une  seule  fonction 
inconnue  u,  ne  contenant  pas  explicitement  la  fonction  u  elle-même, 
pourra  être  présenté  sous  la  forme 

(4)  dF,-J''   dZ-^^'    ■••'   'dr„-J"- 

,  ,    .  ,         , ,    .     ,         du       du  du  , 

Nous  désignerons  par  /»,,  /'^ ,  .  .  .,p,„  les  dérivées-;—)  -r— ,•  ■  • ,  ~, — ••  Si  les 

équations  (4)  admettent  une  solution  commune,  cette  solulion  devra 
satisfaire  à  l'équation 

(5)  D;^  =/J,  Dx,-H/JaDa:, -^  ..    + /j,„D.î„, +./.  D/,  +  . . . -f-/„D/„, 
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le  symbole  Du  désignant  la  ilifféreutielle  totale  de  u,  prise  en  donnant 
iijc,,jC2.....  ,.a:,„,  ^(,'21  ■  •  •-^«  les  accroissements  arbitraires  Do'uDxo, . .., 
Dx,„,  D^,,. . . ,  Dl„.  Réciproquement  d'ailleurs,  si  l'on  peut  trouver 
des  fonctions  ft,  p^-,-  •  ■ ,  Pm  des  x  et  des  t  telles  que  le  second  membre 
de  l'équalion  (5)  soit  une  différentielle  exacte,  l'intégrale  u  de  cette 
différentielle  sera  une  solution  commune  aux  équations  1  4)- 

Désignons  par  «,.  k^,  ...,  a,„  des  fonctions  actuellement  indétermi- 
nées de  a,,  x.,-,.  ■  ■ ,  x,„,  t,,  t.,, . .  . .,  t^  et  effectuons  le  changement  de  va- 
riables qui  consiste  à  substituer  les  a  aux  x.  Si  nous  convenons  de  le- 
présenter  par  oF  la  différentielle  totale  d'une  fonction  F  prise  en  l'aisant 
varier  les  a,  mais  en  laissant  les  t  constants,  et  par  dF  la  différentielle 
totale  de  la  mémefonciion  prise  en  faisant  varier  les  t,  mais  en  laissant 
les  a  constants,  l'équation  (5)  pourra  évidemment  être  remplacée  par 
les  deux  suivantes  : 

du  =  p,(lx,  —  p.,Hx,,  -f-  . . .  -f-  p,„dx,„  -^Jt'lt,  -4-  . . .  -\-  f„dt„, 
ou  =  p,  ox,  -i- p^âxn  4-  . . .  -t-  p,n'^^'m< 

que  nous  écriions 

(6j  du  =  lpdx   hljdt, 

(7)  ou=^  Ipox. 

Si  Ton  suppose  que  les  équations  (4)  aient  une  solution  commune, 
les  équations  (6)  et  (7)  seront  satisfaites,  et  en  différentiant  la  pre- 
mière avec  la  caractéristique  0,  la  seconde  avec  la  caractéristique  d, 
on  aura 

âdu  =  Ip^dx  4-  lopdx  -f-  lojdt, 

dâu  =^  Ipo dx  ~  Idp  ox, 
et,  en  observant  que  don  est  égal  à  odu,  on  aura  par  soustraction 
(8y  lâpdx  —  ldp^x^lofdt  =  o; 

d'ailleurs  la  fonction  u  sera  donnée  par  la  formule 
(91  u  =  u° -^  f{lpdx-^ljdt), 

l'indice  o  placé  en  haut  d'une  lettre  indiquant,  une  fois  poiu'  toutes, 
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que  l'on  doit  remplacer  dans  la  quantité  représentée  par  cette,  lettre 
tf  par  /','  t.^  par  i'!,-,---  .  t„  par  /"  ;  a"  est  alors  la  valeur  que  prend  u 
pour  /,  =  /',',....  Cette  valeur  pourra  dépendre  des  a,  mais  elle  sera 
indépendante  des  t.  Enfin  l'intégrale  doit  être  prise  entre  des  limites 
telles,  qu'elle  s'annide  pour  t^--^t'l,...^  t„  =  /". 

Dilférentions  la  formule  (9)  par  rapport  aux  a,  nous  aurons 

5w  =  mt,"  +-  j[1  opdx  +  Ipodx  +  1  àfdt), 

ou,  en  intégrant  par  parties  les  termes /j5(Yjf, 

lÎM  =  ou"  4-  Ipox  —  lp°().x"  -h  f{lopd:c  —  Idptix  —  lo/dt  , 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  (8)  et  (7), 

(10)  Ôm"  -  i/;"ôx"  =  o. 

On  satisfera  à  l'équation  (8)  en  posant 

-  dx,  =  -f-dt,  -\-  -.-  dt ,  +  .  ..  -^  J^  dl„, 
uj>,  a/>,       '  a/y, 

■  dx..  =  T-^  dt,  -h  -^  dl .  -I-  .  .  .  +  -p-  dt,„ 

ap^  ap,        '  i\p2 


-  dx,„ 

àp„.                 cl/-„, 

.■^^■dr,„ 

dp,,. 

dp, 

dx,                 dx, 

■-^fdt.,, 
dx, 

dp. 

dx,                 dx, 

(1  J-; 

dp,,,  =  Y^^/'/,  -h  /-  dt^-^  ...  +  ^  dl„, 
et  à  la  formule  (10  I  en  posant 

(i3j  u°=7^{x\,x':,,...,x^„), 
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7s    désignant    une    fonction    arbitraire    de    x\,    .r",    ■•.,    x,"  [*J. 

Supposons  les  équations(i  i)  et  (12)  complètement  intégrables,  et  in- 
tégrons-les; les  1111  constantes  d'intégration  devront  être  considérées 
commedesfonctionsdes  ael  nous  prendrons  pour  ces  2  m  constantes  les 
valeurs  j:",  .r!!,  .  . . ,  j:',',  p^l,  p'.], ...,  p^de  x,,  JCn,. . .  ^  x,„,p,,p2. . . . ,  p,„ 
pour  (,  =  t",  .  . .  ,  t„  =  t^ .  Supposons  en  ontre  que  les  valeurs  des  x  et 
des /j  tirées  des  intégrales  de  (i  i)  et  (i2)substituées  dans  l'équation  (6) 
la  rendent  intégrable;  si  les  constantes  u",  x%  x'.l,  ...  ,  pi-,  p'.î,  ■  ■  • , p", 
sont  choisies  de  manière  à  satisfaire  aux  relations  (i3)  et  [iZbis],  la 
valeur  de  ii  calculée  au  moyen  de  l'équation  (g),  en  remplaçant  lesx 
et  les  p  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  <,  satisfera  évidemment  aux 
équations  (6)  et  (7);  l'élimination  des  a.  fournira  alors  u  et  les  ^  en 
fonction  des  x  et  des  t. 

Si  donc,  entre  les  intégrales  du  système  (i  i)  et  (12),  l'équation  (g) 
et  les  équations  (i3)  et  (i3  bis)^  au  nombre  de  3m-+-  2,  on  élimine 
les  2/71  -f-  I  constantes  x",  x",  . .  .  ,  .r°,  p",  p^,  .. . ,  /)",  u",  il  restera 
m  +  I  équations  ne  contenant  plus  les  a  et  qui  feront  connaître 
Pli  Pii    ■  •  )  Pm  f'  "  en  fonction  des  x  et  des  t. 

On  peut  aussi,  entre  ces  mêmes  équations,  éliminer  non-seulement 
les  .r",  les  p"  et  u,  mais  aussi  p,,  p,--,  Pmy  et  la  résultante  fera  con- 
naître la  fonction  inconnue  u.  En  résumé  : 

.9/  les  équations  dont  le  ij'pe  est 


>4) 


du 

=  p,dx,  -^  .  .  .  -h  p,ndx,„  -hj,  df, 

dxi 

-fdt,-.'^dr.^...-^'J^di 

Ûpi                       lipi          '                                  l\pi 

dp, 

(Ir,        '          il.r,        -                           d/), 

^^Jndl,., 


Jonnent  un  sjstèiiie  d'équations  aux  différentielles  totales  que  l'on 
puisse  intégrer  de  telle  sorte  que  pour  t,  —  l'l t„=^  t^,,  .les  quan- 
tités X,,  X.2-  .  •  ■  :  -f'm,  Pli  p-i'  •  •  •  -  Pm-,  "  ■5'^  réduisciit  à  x",  x'I;  .  .  .  ,  a,'', 
/;',',  p",  ....  /;",  ;<"  respectii'einent,  les  équations  (4)  seront  satisfaites 

[*]  Il  résultera  de  notre  analyse  que  le  système  (11)  et  (12)  est  complètement  inté- 
grable en  même  temps  (pie  le  système  (4),  et  qu'il  l'est  encore  quanJ  on  y  adjoint 
l'équation  (6). 
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par  la  valeur  de  ii  que  l'on  obtiendra  en  éliminant  x\.  . . .  ,  a-,',',,p^', . . .  , 
[}','„,  u",  Pi,  p-2,  ■  ■  ■  1  p,n  entre  les  intégrales  du  système  (i4)  et  les  équa- 
tions U'6)  et  (i3  bis)^  dans  lesquelles  -^  désigne  une  Jonction  arbitraire. 
Pour  éliminer  les  quantités  jrj,  .  .  .  ,  x',l,,  /?(',  ■  .  •,p"„,  u'\p,,  .  .  .,/>,„ 
entre  les  intégrales  des  équations  (i4)  et  les  équ.ilions  (sS  et  i3  bis), 
on  peut  résoudre  les  équations  intégrales  de(i4j  et  les  équations  (i3  bis) 
par  rapport  aux  j:",  aux^",  aux  /)  et  à  u"  et  porter  les  valeurs  de  u", 
cT",  .  .  . ,  jcll  dans  (i3).  Supposons  que  l'on  ait  trouvé 

a'I'  =  X,(ï|,  i^,  ■  ■    ,  f,i:^'\^  ^-2^  ■  •  ■  )  -^'mi  ")  =  ^-i' 
u"  =  u,(/|,  ^,,  . . . ,  t„,x,,  x„,  . . .  ,  .T„,,  u)  =  p.; 

eu  faisant  dans  ces  formules  /,  --  /",  !.  ^=  /'.',,  ....  („  =  /",  on  aura 

a:'l  —  li{/'l,  •  .    ,  ^",  .Z-",  x'^,  .  .  . ,  X,',;,  ;t"), 

mais,  les  a"  et  «t"  étant  tout  à  fait  arbitraires,  ces  formules  sont  des 
identités  et  l'on  peut  y  remplacer  les  .t"  et  î/  par  les  x  et  par  u.  On  a 
donc  identiquement 

^  js',  =  x,-(/';, /^  . . ., //;,  jTi.jTo,  ...,.r,„,?o  =  >■' , 

)     ?i        =    p.(/',',    /",    .    .  .  ,   i,',',  .r,,  Xo,    .   .  .  ,  X,„,   ?^)    =:   |7.'. 

La  résultante  qui  fait  connaître  u  peut  s'écrire 

,ji= -(>,,)„,....).,„) 

et,  si  l'on  fait  dans  cette  équation  /,  =  /",  t^  =:  t",  .  . . ,  /,,  =  /,^,  elle 
devient,  en  vertu  des  formules  (r5), 

ou 

u  =  ro(.r, ,  ,f.>,  . .  . ,  .r,„). 

La  solution  «que  l'on  trouve  parle  procédé  que  nous  venons  d'in- 
diquer se  réduit  donc  à  la  fonclion  arbitraire  5t(x,,  ...,  x,„),  quand 
on  y  fait  / ,  =  t'^^  t.,  =  i']^  ...,/,„  =  //;_. 

On  peut  trouver,  d'une  autre  maniéie,  une  solution  commune  aux 
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équations  (4)  ;  il  suffit  pour  cela  de  poser  o^l  =  o,  . . . ,  o'xî'  =  o  et 
o;/"  =  o;  l'équation  (lo)  sera  alors  satisfaite,  et  si  entre  les  intégrales 
des  équations  (i 4) on  élimine  les p",  quiseuls  contiennent  </.,.  c/..,,  ...,a,„, 
on  aura  les  p  et  u  en  fonction  des  x  et  des  i;  en  éliminant  aussi  les p, 
on  aura  tt.  Mais  il  faudra  que  ces  éliminations  soient  possibles,  ce  qui 
n'aura  pas  toujours  lieu. 

La  nouvelle  solution  est  une  solution  compléie,  puisqu'elle  renferme 
les  arbitraires  jc^,  jc':l,  ... ,  x','„.  u". 


Réciproquement  :  Si  l'on  coimaitunc  solution  des  éqanlions  4  icn- 
Jennant,  outre  la  constante  additive  que  l'on  peut  toujours  introduire, 
m  autres  constantes  a, .  a,,  . . . ,  a,„  :  i  °  /e  système  des  équations  (  i  r  ;  et 
(12)  sera  inte'grable  et  les  intégrales  de  ce  système  seront  données  par 
les  formules 

'   du  du  tire 


(16J 


(la  ,  du  f-  d« 


j?, ,  ,?2,  . . . ,  p^  désignant  de  nouvelles  constantes  arbitraires  ;  3°  les  va- 
leurs de  X,,  X2,  .. .,  x„,  p,,  p„,  ....  p,„  tirées  de  ces  équations  (i5)  et 
portées  dans  Véquation 

16  bis)     du  =  p,dx,  -i-  p^d.Xj-h  ■ .  ■  -r  p^dx,„-^  J,dt ,  -t-  .  . .  -^f„dt,„ 

rendront  cette  équation  intégrahle,  et  la  valeur  de  u  que  l'on  en 
dédia ra  sera  précisément  la  solution  complète  en  question 

En  effet,  désignons  par  oF  la  différentielle  d'une  fonction  F  des  va- 
riables ^,,  ^2î  •  •  •  5  ^n?  <^ii  «2.  •  •  •  !  «m:  Pi,  ^2,  . . . ,  .5m,  prisc  Cil  faisant 
varier  ir,,  a.>.  . . . ,  a,„.  /3,,  po.  ••  • ,  /5,„  seuls,  et  en  laissant  /,,  ^,  .  . .,  t,, 
constants,  et  par  dF  la  différentielle  de  la  même  fonction  prise  en 
faisant  varier  i,.  tn.  .  .  . ,  t„,  mais  en  laissant  a,,  a^,  . . . ,  i/.,„,  fi>,,  . . . ,  ^^ 
constants,  ou  aura,  en  différentiant  la  fonction  u  avec  la  caracté- 
ristique Q  et  en  ayant  égard  aux  formules  (16 '. 

rju  =  I/j  dx  —  IS  ùy. 

Journ.  de  Math.  (3^  série";,  tome  V.  —  Août  1879.  ^4 
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et,  en  différeiitiant  cette  équation  avec  la  caractéristique  d, 

(  I  •y  )  flâii  =  1  dp  ojo-\-  Ip  n  dx . 

D'un  autre  côté,  en  différentiant  la  fonction  n  avec  la  caractéristique// 

r    ■  1  .  •  /  ,  \  II  'I«       <1"  <1«  I 

et  en  taisant  usage  des  équations  (4  i  pour  calculer  -r-,  -t->  •••?-;— et  des 
formules  (i6)  pour  calculer  -r-  ■,  •  ■■■,  ~ — i  on  a 

<l"l  <l-'"ra 

du  =  Ipdx  -4-  "^Jdt 

et,  eu  différentiant  cette  formule  avec  la  caractéristique  fî, 

ô  du  =  ^  opdx  +  Ip  ndx  4-  2î  fi  fdl  ; 

en  retranchant  de  cette  formule  la  formule  (17),  on  a 

0  =  1  âpdx  —  1  âxdp  -t-  :^  â/dt. 

Mais,  les  âx  et  les  ')(i  étant  arbitraires,  les  (^p  et  les  $x  le  sont  aussi  ; 
en  égalant  alors  leurs  coefficients  à  zéro,  on  retrouve  précisément  les 
équations  (1  i)  et  (12)  :  celles-ci  sont  donc  des  conséquences  de  (16; 
et,  par  suite,  forment  un  système  intégrable  dont  les  intégrales  sont 
bien  représentées  par  ces  équations  (16).  Il  reste  à  faire  voir  que 
léqualion 

du  =  Ipdx  -f-  1/ dt 

est    également  intégrable;    or  cette   équation,    en    vertu   des  équa- 
tions (4)  et  (16),  se  réduit  à 

,        V  <l"    7         V  d«   > 

(7«  =  >  T-  ax  +  >  -T-  dt, 
^  (I.--  ^  cl;       ' 

et  le  second  membre  est  manifestement  une  différenlieile  exacte. 

Ainsi,  en  faisant  usage  d'une  locution  abrégée  et  dont  le  sens  a  été 
expliqué  au  début  de  ce  Mémoire,  on  peut  dire  que  : 

Les  conditions  d'intégrabilité  complète  du  système  [h)  et  du  système 
(16),  {16  bis)  sont  les  mêmes. 
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VI. 


Pour  trouver  les  conditions  d'inlégrabilité  complète  dusyslème  (4), 
il  suffit  donc  de  chercher  celles  du  système  (i  i),  (12  )  ou  plutôt(i4)  ;or 
ces  dernières  conditions  sont  fournies  très-simplement  par  la  théorie 
des  équations  aux  différences  totales  et  peuvent  s'écrire  immédiatement. 

Sans  doute,  on  peut  établir,  en  suivant  la  marche  indiquée  par 
.lacobi  et  par  B!)ur,  les  conditions  d'intégrabilité  complète  des  équa- 
tions (4),  mais  peut-être  d'une  façon  moins  élémentaire.  Il  n'est  d'ail- 
leurs pas  sans  intérêt  de  poursuivre  ces  analogies  entre  les  intégrales 
des  équations  différentielles  ordinaires  et  les  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  qui  ont  été  tout  d'abord  signalées  par 
Jacobi  et  qui  sont  telles  qu'à  un  théorème  sur  les  équations  aux  déri- 
vées partielles  correspond  un  théorème  relatif  aux  équations  ordi- 
naires ou  aux  différentielles  totales. 

Si  nous  appliquons  le  théorème  exprimé  par  les  équations  (2)  aux 
équalions  (i  1)  et  (12),  nous  trouvons  que  les  conditions  d'intégrabilité 
complète  de  ces  équations  sont  données  par  les  formules 

'■  ^fi  ,  Y  /  dy,    <!/:■       d^/;    àfj\ 
^  A  '!'_  ^_Y /_i2L  M  _   ^'/    ^f,\ 


d   àf,    ^  y/   dV,     Af,         d-/,  .  Af.  \ 

d'<  dxA        ^\àx^Ap^  i\x,^        àpkàx^  i\p^  ) 
Il  d.r,  ^  A\( 


d'y  d.rj       ^\d-r/,d.r^  Ax,,        d.r^dx^  d/. 

Ces  deux  équations  peuvent  s'écrire 


d 


\p,  Vàti     do7     vW -^n  ^  V"  ApJ 


34. 
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En  faisant  usage  de  la  notation  de  Poisson  [V.,  fi)  pour  représenter  la 

somme 

Y  /lia     (i]3    _    da     dp  \ 

les  formules  '  iS)  reviennent  aux  suivantes  : 


'9) 


Ainsi,  pour  que  les  équations  (i  i)  et  (12)  soient  complètement  inté- 
grables,  il  faut  et  il  suffit  que  les  quantités  de  la  forme 

d^    iUj    yj'^Jj' 

ne  contiennent  ni  les  p  ni  les  x.  Lorsque  les  fonctions^  ne  contien- 
dront pas  les  t,  ce  qui  arrivera  fréquemment  dans  les  applications,  les 
conditions  d'intégrabilité  complète  des  formules  (i  1  et  (12)  se  rédui- 
ront à 

(/■'//)  =const. 

Pour  trouver  les  conditions  d'intégrabilité  complète  du  système  (i4  )» 
il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  que  la  première  équation  (i4)i  '• 
savoir 

du  =  Ipdx  +  Ifdf, 

est  intégrable  en  y  supposant  les  r/x  exprimés  à  l'aide  des  dt.  Si  l'on 
remplace  lesc^xpar  leurs  valeurs  tirées  de  (i  i),  on  trouve 

Pour  que  cette  équation  soit  intégrable,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 
ait 
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-(/■■./.)VS/v[(|;.7;)  + (/.£)! 

ou,  eu  vertu  des  relations  (  rg), 

En  donnant  dans  cette  formule  à  /'  et  à  j  toutes  les  valeurs  entières 
de|)uis  I  jusqu'à  7?,  on  aura  les  conditions  d'inlégrabilité  complète  du 
Systems^  (i4)i  c'est-à-dire  du  système  (4). 

VII. 

Avant  d'aller  plus  loin,  faisons  une  application  des  lliéories  précé- 
dentes au  système  des  équations  linéaires  : 

^  =  X,,/^  +X2,/^2  +  .    .+X„„p„„ 


\  .¥„  ="  ^'«/''  +  ^^-"^'■^  ^- . . .  +  x,„„p„„ 

X,y  ilésignant  en  général  une  fonction  des  x  et  des  t  ne  contenant  au- 
cune des  quantités /?.  Pour  intégrer  les  équations  (2  i),  il  faudra  formel- 
les équations  (i  1),  (12),  lesquelles  deviennent,  dans  le  cas  actuel, 

—  cLv,  —  X,,  (II,  -h  X,n(/f.  4-  . . .  +  X, „(-//„, 

-  c/jc„  =  Xj,  cù,  -h  X.njlL,  -h  ...  -i-  Xs„dt„, 


(22 


dr,„  =  X„„c/^  H-  X,„,r//2  -1-  . . .  -f-  X,„„(il„, 
(IX,,  (IX, 


;  /  (lA,,  (lA,,  \       , 

'^^''  =  u''ii77  +  /'^d.-  +  -'-r''^ 
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On  intégrera  ces  équations  en  prenant  pour  constantes  d'intégration 
les  x"  et  les/j",  on  portera  les  valeurs  des  p  et  des  jc  résultant  de  cette 
intégration  dans  l'équation 

a/,)  u^N„-hf[lpcLr  +  lJcit), 

})uis,  l'nuégration  effectuée,  on  éliminera  lesp",  lésa;",  «"  et  les  p  entre 
les  intégrales  de  (22  )  et  (23),  l'équation  (24)  et  les  équalions 

■a5)  uo^^ix^xl,...).     /V;-;ïjy'     P^  =  d4'       ■••• 

Or  i",  les;)  n'entrant  pas  dans  les  équations  (2s  ,  celles-ci  Ibrinent 
nn  système  intégrable;  2°  si  dans  (24)  on  rom|)lace  les  lettres^  par 
leurs  valeurs,  le  coefficient  de  pi  sera 

X,,  dt,  4-  X,nf//n  -+-...   on    —  (Ltj  ; 

de  sorte  que  l'équation  (24)  se  réduira  à  n  =  n".  Or,  les /;>"  n'entrant 
ni  dans  les  intégrales  de  (22  )  ni  dans  cette  équation  n  =  n",  l'élimina- 
tion des  p  et  desp"  sera  toute  faite  si  on  laisse  de  côté  les  intégrale»  de 
(23)  et  les  équations 

n  _^  Il  ^ 

L'intégrale  complète  du  système  linéaire  (21)  s'obtiendra  donc  tout 
siujplement  en  posant 

le  =  7^{x" ,  .t"  , .  . .  ,  xll) 

et  en  remplaçant  dans  cette  formule  a'',  x",  . .  .  par  leurs  valeurs  tirées 
des  intégrales  du  système  (22  .  Maisz;;  est  une  fonction  arbitraire  des 
x°  :  c'est  donc  aussi  une  fonction  arbitraire  des  constantes  d'intégra- 
tion du  système  (22),  quelles  que  soient  ces  constantes.  On  peut  donc 
dire  sous  une  forme  abrégée  que  : 

La  solution  complète  commune  aux  équations  (  21),  quand  elle  existe, 
est  une  fonction  arbitraire  des  constantes  d'inlégralioji  du  système  (22). 

La  forme  de  ce  résultat  montre  d'ailleurs  (jue  toute  intégrale  on,  si 
l'on  veut,  que  toute  fonction  qui,  égalée  aune  constante,  constitue  une 


d.. 
d7, 

_          d/,     do             d/,     du 
dp,  d.7:,          dp,  d j:; 

d^^ 
^  d/7„   d.r„ 

d/,     do           df,     do 
dx,   dp,          d.r;  d.r, 

_     4A    ^ 

dj-„  d/7„. 

dr 
dt, 

_   d/,     d..                          d/,    dr 
dp,   dx,                       d  r,  d/j, 

...  5 
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intégrale  du  système  (22)  sera  iiiie  intégrale  du  système  (21).  Réci- 
proquement d'ailleurs,  toute  solution  non  singulière  des  équations(2i) 
étant  de  la  forme  ^[x'l,jcl,.  .  .)  sera  une  intégrale  des  équations  (22). 
D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  les  équations  (i  1)  ^1  (12)  pour- 
ront êlre  remplacées  dans  le  cas  général  par  le  système  des  équ;itions 
linéaires  aux  dérivées  partielles 


(26 


en  ce  sens  que,  dès  que  l'on  connaîtra  une  intégrale  a  de  ce  système  (2(1), 
on  aura  une  intégrale  a  =^  const.  du  système  11),  (12).  Or,  en  faisant 
usage  de  la  notation  de  Poisson,  déjà  employée  plus  haut,  on  pourra 
mettre  les  équations  (26}  sous  la  forme 

(^7^       .1^  =  ^-/"'^^  d7;=(-/^'''^'    •••'   d^  =  ^-/«'")- 

Désignons  par  v,  et  4%  deux  intégrales  de  ce  système  (27),  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  deux  intégrales  du  système  (i  i),  '12)  (nous  sup- 
posons que  t',,  fj  ne  sont  pas  des  solutions  singulières),  en  vertu  Aw 
théorème  de  Doukin,  on  a 

1",,  Kj\,  ^-2)]  +  [V;-  ,''.,y.)]  +[/.,  {^'-i^v,)]  =  o,      . 
ou,  en  vertu  de  (27), 

(-"  S:) +  (i:--^j-^l-/-^''^' ''<)]-- 

Cette  équation  peut  s'écrire 

d  I  V,,  0,\  r   /•      /  VI 
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on  trouverait 

de 

même 

d 

iU, 

(', 

=  [A^ 

(''2, 

l'i 

^]. 

<1 

,,  '■,. , 

I',  ' 

=  [f^^ 

(t'o, 

V, 

)]. 

dt. 

L'ex()ression  (i',,t'oiest  donc  une  intégrale  des  équations  (27),  et 
par  suite  ((',,  Co)  =  coust.  est  une  nouvelle  intégrale  des  équations  (i  1), 
(12).  Toutefois,  ce  théorème,  comme  celui  de  Poisson,  tombera  en 
défaut  si  d'i.v^)  est  une  constante  lunnérique  ou  une  fonction  des 
intégrales  déjii  connues.  Ainsi  donc: 

5/  V, ,  V.,  sont  des  Jonctions  qui,  égalées  à  des  constantes ,  fournissent 
des  intégrales  de[i\)  et  (12),  :>,,  v.,]  égalé  à  une  constante  journira 
une  nouvelle  intégrale  du  sjstèine  (i  i),  {12),  à  moins  que  (t-,,  i\)  soit 
identiquement  constant  ou  Jonction  des  intégrales  déjà  trouvées  [*  ,. 


VIII. 

Revenons  maintenant  sur  notre  analyse,  afin  de  bien  préciser  l'ordre 
de  difficulté  des  opérations  que  l'on  aura  à  effectuer  pour  résoudre  le 
système  (4  )•  lin  définitive,  l'intégration  du  système  (4)  se  ramené  à 
l'intégralion  du  système  (i  1),  (12).  Pour  intégrer  ce  système,  i\  faudra 
d'abord  intégrer  les  équations  canoniques 

l  _  ^.r,  =  ^  dt, .      -  r/.r.,  =  ^  dt,      .... 

'      ^//^'  =  d7;^'-       '^/'=  =  d7/^'-    ■•- 

au  nondjre  de  2i>i.  Si  pour  t,  =  i"  les  dérivées  des  fonctions  J'tJ^,  ■ . . 
s'annulaient,  les  intégrales  des  équations  (27%  dans  lesquelles  on  aurait 

[']  Le  cas  où  l'on  a  (c,,  l'j j  =  o  identiquement  permet  de  simplifier  l'intégration 
des  équations  (4;;  en  effet,  les  équations  i',^  const.,  iii=r  const.  sont  de  nouvelles 
('(piations  jjouvant  servir  avec  (4)  "  '3  dtlinilion  de  la  fonclion  u. 
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pris  pour  constantes  d'intégration  les  valeurs  des  x  et  des  ^pour 

seraient  lesintégrales  de  (i  i)  et  (12)  ;  le  reste  du  calcul  se  composerait 
alors  d'une  quadrature  et  d'une  élimination.  Or,  nous  allons  voir  que 
par  un  changement  de  variable,  indiqué  par  M.  IMayer,  on  peut  tou- 
jours faire  en  sorte  qu'il  en  soit  ainsi. 
Posons 

-(désignait  une  constante  et  0,.0„,...  désignant  de  nouvelles  va- 
riables, on  aura 

dti^  (î,  -  0"]dji-h  OiflOt, 

dt,  =  {2'j,-0'l)d9,; 
les  équations  (1  1)  et  (12)  deviendront  alors 

Les  équations  différentielles  à  intégrer  sont  alors 
Si  l'on  pose 

Jolirn.  de  Math.  (,3"=  strie),  tome  V.  —   AoiT  1879.  J^ 
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elles  peuvent  s'écrire 

—  <lx,  =:  -^  (iO,,     —  (ix„  =  -^—  (Y5 , 

dp.  :=  -—  ciô,,  (liK  =  -—  (10,,      .  . .  ; 

'  (l.r,  '   "  Uj-i 

et  il  est  remarqiiiiblc  qu'elles  ont  conservé  la  forme  canonique.  Ainsi, 
en  résTimé  : 

L'iiifegration  d'un  système  de  ii  e'qnnfions  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  à  une  seule  jonction  inconnue  de  m  -\-  n  variables , ne  con- 
tenant pas  explicitement  cette  fonction  inconnue,  dépend  de  l'intégra- 
tion d'un  seul  système  d'équations  canoniques  contenant  i  m  équations. 

Si  le  système  canonique  auquel  on  est  ainsi  ramené  s'intégre  sans 
tliffîculté,  on  encore,  si  l'on  peut  facilement  découvrir  les  intégrales 
(lu  système  (i  i),  (12),  la  méthode  précédente  donnera  très-simplement 
la  solution  des  équations  (4);  sinon  il  faudra  avoir  recours  à  la  mé- 
thode de  Bour  et  de  Jacobi,  que  l'on  pourra  d'abord  coadjiner  avec 
celle  que  nous  venons  d'exposer. 


IX. 

Etant  donné  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre,  on  pourra  toujours  faire  disparaître  la  fonction  inconnue 
elle-même,  par  l'un  des  procédés  indiqués  par  Jacobi  pour  le  cas  d'une 
seule  équation;  nous  pouvons  donc  supposer  que  la  fonction  inconnue 
n'entre  pas  explicitement  dans  les  équations  du  système  donné;  pour 
trouver  les  conditions  d'inlégrabilité  complète  dece  système  et  pour  l'in- 
tégrer, il  n'est  pas  nécessaire  de  le  ramener  a  la  forme  (4),  ce  qui  pour- 
rait d'ailleurs  être  impossible  à  effectuer.  Considérons  eu  effet  les 
équations 

(28)  F,  =  /,,,     F,=  /j„      ...,     F„=//,„ 

dans  lesquelles  //,,  //o,  ... ,  /?„  désignent  des  constantes  que  nous  sup- 
poserons d'abord  déterminées  (nulles  si  l'on  veut)  et  dans  lesquelles 
Fj.Fj,  ...jF,,  désignent  des  fonctions  des  7/j -h  «  =  ;J.  variables  j:-,, 
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,     .  ,  ,    .     ,  (1h  <i«  (l«      , 

JCo,  . .. ,  x.„.  .  . . .  3C.I  et  Iles  dérivées  p.  =  -— ,  p^  =  -—,  .  •  • ,  p   —  - —  de 

l;i  fonction  inconnue  «.  Posons  jj^+i  =  ^ ,  J!',„+„  =  ^„  et  supposons 

les  équations  (28)  résolues  par  rapport  à  -j-»  ■  ■•■>  -r-i  elles  prendront  la 

foinie  [[\)  et  les  conditions  de  lenr  intégrabilifé  complète  seront  les 
formules  (20).  Or  si,  changeant  de  notation,  on  pose  en  général 


les  formules  (20)  prendront  la  forme 

(29)  {Pm+h  P,n-^j)  =  O. 

On  a,  en  effet, 

(\/,  _  <]/»„,+,  _  (l/;,„+^  tl/^;„+,-  _  d/j,„+i  d/j,„+,  _ 

Or  on  a,  comme  l'on  sait  et  comme  il  est  bien  facile  de  le  vérifier, 

c/.,  ,'î  désignant  des  fondions  des  quantités  y  et  y,,  7,)  ...  désignant  des 
fonctions  des  variables  x  et  p.  Si  dans  cette  formule  on  suppose  que 
les  y  soient  les  fonclions^j,„^,-  et  que  u  et  (3  soient  deux  des  fonctions  F, 
on  aura 

d'où  l'on  conclut,  en  vertu  de  (29), 

(3i)  .  (F„F,)  =  o; 

réciproquement,  d'aillein-s,  si  les  (F^,  Fv)  sont  nuls,  les  formules  (29) 
auront  lieu;  car  on  a,  toujours  en  vertu  du  théorème  contenu  dans 
l'équation  (3o), 

^P"'-^''t^'"*J'-Z\àF,      dF.,     ~    dF,      HFT}^^-''^' 

35.. 


z'jC)  u.   lauri;nt. 

Ainsi  les  formules  (3i)  sont  les  coiiditioiis  d'iiitégrabililé  complète 
du  système  (28).  Ces  relations  (3i)  ne  sont  plus  dos  identités, 
mais  elles  deviennent  identiques  quand  on  y  suppose  p,„^,,  •■■,Pin^n 
remplacés  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (28).  Toutefois, 
si  les  constantes  h  étaient  arbitraires,  les  formules  (3i)  seraient  iden- 
liques,  parce  que,  avant  lieu  quels  que  soient  les  //,  on  pourrait 
donner  à  ces  constantes  des  valeurs  choisies  de  telle  sorte  que  les  p,„+i 
|)rissent  des  valeurs  arbitraires.  Les  formules  (F^,  F^)  =  o,  qui  ont 
lieu  quels  que  soient  les  //,  auraient  donc  lieu  aussi  quels  que  soient 
les  p,„+i. 

Pour  résoudre  les   équations  (  28),  il   faudrait   pouvoir  former  les 
équations  (i  1)  et  (12)  et  pour  cela  il  faudrait  calculer  les  valeurs  dos 

dérivées  partielles —? -/^-  Or,  en  différenliant  les  formules  (28)  par  rap- 
pot  t  à  /;„  on  a 


dF, 

dF, 
dp, 


dF,  iy\  ,  .IF,  d/; 

Ti/-,  il/',  "^  d/,  d/.,.  ■ 

(1£,  d/,        dF,  àf. 

dT;  d^T,  "^  d/T  d^, 


dF,  ^; 

dF,    (lA, 
W„    d^ 


,       ,.  .        ■  d/,     ()/;  .  -ri 

de  la  on  i)ourrait  tnei'  t— >  -,->  •■•  1  et  par  suUe  on   pourrait  tormer  la 
'  dpi   Api  '  ' 

/''""' en ua lion  (i  i)  en  portant  ces  valeurs  de  -f^i  ^1  •••  dans  (4)  ;  mais,  au 
lieu  de  faire  celte  substitution,  on  peut  éliminer  par  tout  autre  moyen 
les  *-j-^ entre  les  équations  précédentes  et  les  équations  (i  i).  On  trouve 


alors  m  é(juations  dont  le  type  est 


ÛXi 

(U, 

^t,       . 

.  .       dt„ 

dF, 

dF, 

dF, 

dF, 

'ÂFi 

'!/; 

d/. 

'¥„ 

dF„ 

dF„ 

d  K„ 

dF„ 

d/A 

d/, 

w. 

Wn 

De  n)énie,  les  étpiations  (i  2)  peuvent  être  remplacées  par  m  équations 


dont  le  type  est 
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-cl/., 

,!^ 

d^    . 

.    l\t„ 

<IF, 
an 

(IF, 

<IF, 

H/:. 

clF, 

M. 

<iF„ 
(17, 

dF„ 

(IF„ 

(1F„ 
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En  tout  cas,  il  faudra  adjoindre  à  ces  nouvelles  éqîiatioiis  les  équ; 
lions  proposées  elles-mêmes  (a8). 


Maintenant  nous  allons  mettre  à  profit  les  remarques  précédentes 
pour  améliorer  la  mélliode  d'intégration  que  nous  venons  d'exposer. 
Désignons  par  u  la  fonction  inconnue,  par  x,,  Xo,  . .  .,  a',,,^,,  les  va- 
riables et  posons 


d7, 


Pn       -J-  =  P2, 


Si  nous  supposons  que  la  fonction  u  elle-même  n'entre  pas  dans  les 
équations  à  intégrer,  celles-ci  pourront  se  mettre  sous  la  forme 


Pi-J>  =  o,     p-2-f2=o. 


P.--J., 


Si  l'on  parvenait  à  adjoindre  à  ces  7i  équations  m  autres  équations 
renfermant  m  conslantes  arbitraires  et  satisfaisant  aux  conditions  d'in- 
légrabilité  complète,  le  système  (Sa)  et  le  système  adjoint  détermine- 
raient lesp  en  fonction  des  x  et  l'on  calculerait  /^  au  moyen  de  la  for- 
mule 

u  =  u"  -h  J  Ip  dx; 

on  aurait  ainsi  une  solution  complète.  La  méthode  de  Jacobi  consiste 
précisément  à  rechercher  le  système  adjoint  ;  nous  allons  exposer  rapi- 
dement la  méthode  de  Jacobi  modifiée  par  M.  Mayer. 

Essayons  d'abord  d'adjoindre  aux  équations  proposées  (32j  une 
équation 

(33)  F,=  /^, 


278  n.     LAUREKT. 

renfermant  la  conslante  arbitraire  //,  et  formani  avec  celles-ci  un  sys- 
tème complètement  intégrable;  si  l'on  suppose /j,, /;;,  ...,/'„  élimines 
(le  F,  et  remplacés  par  leurs  valeursy^y^,  ...,_/«  la  fonction  F,  devra 
satisfaire  aux  équations 

(34)    7;, -/,,F,)  =  o,      (p,-y,,F,)  =  o.      ...,     (^,„-/„,  F,)  =  o. 

Ces  équations  ne  contenant  aucune  îles  quanti téspi,/)2i  •••■,Pn  flevront 
être  identiques  quand  p„+,  y  aura  été  remplacé  par  sa  valeur  déduite 
(le  (33);  mais,  /?,  étant  arbitraire,  p„^_,  l'est  aussi  et  les  formules  (34) 
devront  avoir  lieu  quel  que  soit  p,,^.,  ;  elles  devront  être  identiques.  Les 
équations  (34)  devant  être  identiques,  on  peut  les  considérer  comme 
des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  définissant  la  fonction  F,. 
Jacobi  trouvait  la  fonction  F,  par  un  procédé  que  nous  n'avons  pas 
à  rappeler  ici.  M.  Mayer  se  contente  de  trouver  une  intégrale  du  sys- 
tème des  équations  (34);  ces  équations  développées  prennent  les 
formes 

dF,  _           (1/,  ^F,  j\/]^    (IF,     _     <!/,  dF,            d/,     •  JF, 

d.r,                 d-''/,+i  dp„+t  àji„_f,,  (l.r„_^,         d.'-„+j  àp„+:         fij'n+i   dj-„^., 

d^  _  _     (1/.  dF,  (1/,       dF,            d/,  dF, 

(IjT;                d.r„^_,  dpn+,  d/',.  ^,  d.;'„+,         d:r„^-,  d/>„+j 


et  s'intègrent  au  moyen  des  équations  aux  différences  totales 
-  ciji'n+,  =  -, — -  (Ix,  -+-  ~^  c/xo  +  . . .  +  -, — ^  ^l-'^^n 

,  d/,     ,  (1/,     ,  <!/;,     , 

'  d,r„_f,,  d.r,,^.,         "  dx„+, 


:35i 


Ces  équations  sont  précisément  celles  auxquelles  on  est  conduit  par 
la  méthode  exjîosée  plus  haut;  mais,  tandis  qu'il  fallait  tout  à  l'iieuie 
les  intégrer  con)])létement,  il  suffit  ici  d'en  trouver  ;//2e  intégrale.  Celti' 
intégrale,  étant  désignée  par  F,  =  h,,  sera  précisément  l'une  des  équa- 
tions à  adjoindre  au  système  j)roposé  (32).  En  opérant  alors  sur  le 
sys(ème(32),  (33)  comme  on  a  opéré  sur  le  système  (32  \  on  finira  par 
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trouver  un  système  de  m  +  n  équations  qui  permettront  de  calculer 
tous  les  p.  Une  simple  quadrature  fournira  alors  la  solution  complète 
du  système  (Sa). 

En  théorie,  celte  méthode  d'intégration  est  plus  simple  que  celle 
que  nous  avons  indiquée  tout  d'abord,  parce  qu'elle  n'exige  pas  l'in- 
tégration complète  du  système  (35),  identique  au  système  (ii),  12); 
mais  elle  exige  la  formation  de  m  systèmes  successifs  analogues  au 
système  (35)  et  la  formation  successive  de  ces  systèmes  peut  être 
laborieuse  ou  même  coiniilétement  impossible.  La  première  méthode 
peut  encore  devenir  de  beaucoup  la  plus  simple,  si  le  théorème  de 
Poisson  s'applique  avec  succès  au  système  canonique  auquel  on  est 
conduit;  ainsi  chacune  des  méthodes  a  ses  avantages  et  ses  incon- 
vénients. 

Rien  n'empêche,  d'ailleurs,  de  couibiner  les  deux  méthodes  et  de 
faire  usage  de  la  première  dès  que  l'on  rencontrera  des  équations  aux 
différences  totales  facilement  intégrables.  On  peut  encore  combiner  les 
deux  méthodes  comme  il  suit,  après  avoir  ramené  l'intégration  des 
équations  simultanées  que  nous  prendrons  sous  la  forme  (4)  à  l'inté- 
gration des  équations  canoniques 

—  r/jT,  = -j — (t'5,,      — (1x2  = -, —  dO,,      ..., 


il/;,       "  -       dp, 

ilH    ,,  ,          <iH 

■7—ch,,  ffp.,=  -~< 

d.r,  '             ilj". 


.  du    ,,  ,  (IH    ,, 


On  peut  observer  (jue  l'intégration  de  ces  dernières  équations  revient 
à  la  recherche  d'ime  solution  complète  de  l'équation  unique  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ortlre 

(36)  .f=H, 

ou    l'on    a    remplacé   dans   H   les    quantités    p,. pn,  . . .,  p,„    par-p  - 

1_,  . . . ,  -^ — ,  et  l'on  peut  appliquer  à  cette  équation  unique  la  méthode 
d.ï-j  ax„,  I  1  1      I 

de  Jacobi  modifiée  par  M.  Mayer. 

Les  deux  méthodes  ainsi  combinées  constitueront  une  véritable  mé- 
thode d'abaissement,  et,  en  effet,  chaque  fois  que  l'on  pourra  ajouter 
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au  système  (12)  une  nouvelle  équation  Fj  =  A^  satisfaisant  aux  con- 
ditions d'intégrabilité  complète,  on  diminuera  de  deux  unités  le  nombre 
des  variables  de  l'équation  unique  (36),  à  laquelle  on  est  ramené. 

La  première  méthode  est  susceptible  de  simplifications  que  nous 
allons  indiquer.  Si  l'intégration  des  équations  (i  i;  et  (12)  pré-enle 
quelques  difficultés,  on  commencera  par  en  chercher  seulement  deux 
intégrales,  c<  =  const.  et  ;S  =  const.;  puis,  appliquant  le  théorème  du 
§  V,qui,  d'ailleurs,  n'est  autre  que  le  théorème  de  Poisson,  on  formera 
la  combinaison  (a,  ^)  =  y.  Si  y  =  const.  est  une  nouvelle  intégrale, 
ou  la  combinera  avec  v.  et  fj  de  manière  à  trouver  encore  de  nouvelles 
intégrales;  dans  certains  cas,  on  pourra  ainsi  achever  l'intégration  des 
équations  (11),  (12)  sans  autres  opérations  que  de  simples  ditféren- 
tiations.  La  méthode  n'exigera  donc  que  la  recherche  de  deux  inté- 
grales du  système  (i  1),  (12). 

S'il  arrive  que  la  combinaison  («,  /5)  ne  fournisse  \yas  de  nouvelle 
intégrale,  c'est  que  (a,  /5)  sera  ou  constant  ou  fonction  de  «  et  [3;  si 
(a, /3)  est  identiquement  nul,  on  pourra  immédiatement  adjoindre  les 
équations  a  =  const.  et  (3  =  const.  aux  équations  (4)  et  en  profiter 
ainsi  pour  simplifier  ce  système.  Si  («,  /3)  est  identiquement  constant, 
cette  circonstance  pourra  être  utilisée  si  l'on  a  encore  tnie  autre  inté- 
grale 7  telle  que  (a,  7)  soit  constant.  En  effet,  supposons 

[v..p)  =  a,      («,-/;  =  />; 
on  aura 

(».!)-(-I)  =  («.î-l 

et   a  et  '   —-seront  deux   intégia!es  nouvelles  satisfaisant  aux   cou- 
rt      a  " 

ditious  d'intégrabilité. 

XI. 

Proposons-nous    d'intégrer    les  équations   suivantes,    où   p  =  —, 

du 

i  7ÏÏ=  2p\t-s~p(]jrjf, 

^"^  Ici''  ,      , 
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On  peul  coDsIater  que  ces  équalions  sont  com(jlétemeiil  intégrables  ; 
pour  les  intégrer,  il  faut  d'abord  intégrer  les  équations  aux  différences 
totales 


[b] 


(Ix  r^  \f\px'S  —  qxyl)  fis  —  qxysdl, 
dy  =  —  pxyldx  +  {^'/J'f  ~  P^J-'')  flf< 
dp  =  {[\p-xs  —  pqytjds  —  pqjsdt, 
dj  =  —  pqxtds  ••+-  [kq'^  Jt  —  pqxs)dt. 


La  première  et  la  troisième  équation  de  ce  système,  multipliées  res- 
pectivement par  pci.  par  x,  puis  retranchées  l'une  de  l'autre,  donnent 

pdx  +  xdp  =  o  ; 

la  seconde  et  la  qualriJ-me  donnent  de  même 

qdy  +  jdq  —  o, 
d'où  l'on  tire  facilement 

[c)  px  =  p^x„      qy=zq,j\, 

l'indice  zéro  indiquant  que  l'on  doit  supposer,  dans  l'expression  qui  en 
est  affectée,  j=:^o,  t=^t^^.S\  l'on  se  sert  des  deux  premières  intégrales 
trouvées  pour  éliminer  /)  et  q  des  équations  [b],  on  trouve 

—  dx=^  [[\p„XaXs  —  qf,jaXt)ds  —  q„yaOcsdt, 

—  dy  =  {liq„j„j(—pa.rors)d{  —  poX„rlds, 

ce  que  l'on  peut  écrire 

—  —  =  hpa^osds  —  q^yoUds  +  sdl) 


—  —  =  ^qol'o^'^^  —poOC^{tds  +  sdt)  ; 

Joui  II.  de  3/acli.  (3<'  série),  lome  V.  —  Août  1879. 
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on  en  déiluit,  en  intégrant, 

log-  =  ■j-q^rJt-  —  tl)  —i\sc,,[st  —  Sat„). 

Rien  n'empêche  rie  supposer  /„  =  o,  J„  =  o  :  cela  siinplifura  un  pen 
ces  dernières  formules,  qtii  deviendront 

l      log  -    :=    ip^X^S-  —  C/o  r„  */, 

Il  reste  à  effectuer  les  calculs  dans  l'équation 

Il  —  ii„  -1-  /'  [pdx  ■+-  qdy  -f-  {■2p-x''S  —  p(ixjt)ds 

-^^icf-j-t  —  pqxysyil]\ 

en  y  remplaçant  /),  (/,  a;,  y  par  leurs  valeurs  tirées  de  [c)  et  (r/i,  on  a 

n  =  //„-+-/  {Po'^o'-^  +  V0J07-  +  -iplx'lsdi  -H  ■2<iljltdt 

—  p«qi\3c„y„{tds  -I-  ic//)], 
ou  bien 

,  s  i  "  =  "0  ^-  Ih  ^0  l"g  7  +  q.To  log  f  +  ^,1  xl  s' 

(  -ï-'/o7'n''  —  p„'l.^r„r„st. 

Si  l'on  pose  maintenant 

(./)  //„  =  777  (a-„r„),     ;i^  =  ro,      37;  =  '/"' 

en  éU minant /?,(/,/>„,  f/o)^o»  J'o  ^^"o  entre  les  équations  (c),  (rf),(e),  (/), 
on  aura  l'intégrale  générale  des  équations  proposées.  On  peut  obtenir 
une  solution  complète  en  éluninant  seulement/;,  q,  p,,,  q„  entre  (/;), 
(c),  [d),  (e)  ou  /^  et  q„  entre  ((^/)  et  [e)  ;  mais  la  manière  la  jjIus  .--impie 
d'obtenir  une  solution  complète  consiste  à  particulariser  la  forme  de 
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la  fonction  —  et  à  prendre 

(o  )  ^  =  rt  loga^o  +  /'  log;-(,  +  c, 

<7,  ^,  C  désignant  trois  constantes  arbitraires.  On  a  en  effet  alors 

ou 

« 

réiimination  de  />„,  (/oij'o,  ^o^  "o  ^e  fait  alors  très-simplement.  En  ren;- 
plaçantdans(e)  u^par  n  \o^x„  -+-  b  log/o  +  c^p^Xo  para  et  fjf(,r„  par  /;, 
on  a 

(/.)  u  =  c  +  a  logo-  4-  b  logr  +  n-s"-  -^  b"  i-  —  ahst. 

On  aurait  pu  arriver  à  ce  résultat  en  simplifiant  un  peu  les  calculs  ; 
en  effet,  des  équations  \b)  on  tire  les  intégrales  très-simples 

il)  p.x  =  a,     (]  y  =  b, 

lesquelles  satisfont  à  la  relation 

[poc,  r/j)-=o; 

en  adjoignant  alors  les  formules  (/)  au  système  donné  (a),  on  a  quatre 

/.  •  •  (]u  du  r      ■     ■  1 

équations  taisant  connaître  p,  «y,  —  et  —  en  lonction  de  jc,  y,  s^  t  et 
des  arbitraires  a,  b.  Si  l'on  inlègre  alors  la  différentielle 

pdx  +  qd)-  -\-  -r^iis  +  -p  (it^ 

on  trouve  précisément  la  formule  [k). 
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XII. 

Pour  terminer  cette  théorie  îles  équations  aux  dérivées  partielles,  il 
resterait  à  montrer  comment  on  intègre  le  système  (4)  quand  il  admet 
une  solution,  sans  cependant  s;itistaire  aux  conditions  d'intégrabilité 
complète;  mais  nous  n'avons  rien  à  ajouter  à  ce  que  Bour  a  dit  à  ce 
sujet  dans  le  XXXIX"^^  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechniaue 
[  Mémoire  sur  l' intégration  des  équatio?is  au.r  dérivées  partielles  du 
premier  et  du  second  ordre). 
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Sur  certahies  propriétés  métriques  relatives  aux  j)olygoncs 
de  Poncelet; 

Pau  m.  HALPHEN. 


1.  liC  Mémoire  de  i\I.  Weill,  publié  récernmiMit  dans  le  présent 
journal  (t.  IV,  p.  265),  contient  plusieurs  théorèmes  nouveaux  an 
sujet  des  polygones  inscrits  dans  un  cercle  et  circonscrits  à  un  autre 
cercle.  Parmi  ces  théorèmes,  on  remarque  principalement  le  suivant, 
que  l'auteur  appelle  fondamental  (p.  268,: 

i"  Si  une  ligue  polygonale  est  inscrite  dans  un  cercle  et  circon- 
scrite à  un  autre  cercle^  le  centre  des  nioj  ennes  distances  de  m  points 
de  contact  consécutifs  de  cette  ligne  avec  le  second  cercle  a  pour 
lieu  un  cercle. 

1°  Si  la  ligne  polygonale  sejernie  de  manièie  à  former  un  pol)  gone, 
le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact  des  côtés  de  ce 
polygone  avec  le  secoiui  cercle  reste  fixe  pendant  le  déplacement  du 
polygone. 

Je  me  propose  de  montrer  comment  cette  proposition  et  d'autres 
semblables  peuvent  être  déduites  aisément  de  la  théorie  générale  des 
fonctions  doublement  péiiodiques. 

2.  Proposition  T.  —Soit  F(z)  une  fonction  doublement  périodique  à 
deux  infinis  «,  a';  soit  a^  a.  —  «'  la  différence  de  ces  infinis.  La  somme 

ç)(z)  =  F(z)-t-F(z-i-a)  +  F(z+  2rt)  +  .  .  .-f-  F[z  +  ('«  —  i)rt] 
n'a  que  deux  infinis,  qui  sont  a.  et  «'  —  [m —  \)a. 
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Eli  ef  ef,  cette  somme  no  peut  devenir  infiiiii'  qii';ivec  un  de  ses  élé- 
inenls,  c'est-à-dire  si  l'on  a  l'une  des  deux  égalités  suivantes  : 

2  -I-  /v7  =  5c,     z  -h  k'a  =  a  . 

Mais,  d'après  la  valeur  de  a,  on  a  simultanément 

z^-kn  =  (/.,      z -h  (J>- —  i) ri  =  r/ . 

Donc,  chaque  fois  qu'un  terme  de  (p[z)  tievient  infini,  un  de  ses  con- 
ligus  le  devient  en  même  temps.  D'ailleurs,  les  résidus  de  F(s)  relatifs 
aux  infinis  a,  a'  sont,  comme  on  sait,  égaux  et  de  signes  opposés.  On 
en  conclut  que,  deux  termes  contigus  devenant  infinis  en  même 
temps,  leur  somme  reste  finie.  Donc  9(")  ne  devient  infini  qu'avec 
les  termes  extrêmes,  lesquels  n'ont  chacun  qu'un  seul  contigu,  ce  qui 
rlémontre  la  proposition. 

Corollaire  —  Si  le  produit  ma  est  la  somme  de  multiples  des  deux 
périodes,  (f{z)  est  une  constante.  Eu  ef/et,  les  deux  termes  extrêmes 
peuvent  alors  être  envisagés  comme  contigus,  et  'f[z)  ne  devient  ja- 
mais infinie.  Ce  corollaire  peut  être  généralisé  comme  il  suit  : 

PROPOsrrioN  H.  — Soient  a,  k'  les  infinis,  o),  w'  les  périodes  deY[z)- 
Soient  aussi  m,  n,  p,  p'  des  entiers  tels  qu'on  ait 

a  —  a'  /)o)  -(-  //w' 


la  somme  précédemment  désignée  par  (p(z)  est  iiulépendante  de  z. 
Car  ou  a  en  même  temps 

z  +  ha  =  a,     z  -H  [k  —  n  a  =  a', 

et,   en    outre,    les  termes  extrêmes  étant   contigus,   les  termes  de  la 
somme  forment  un  cycle  fermé. 

5.   Proposition  III.  —  Soient  a  l'un  des  injinis  et  |3  Fun  des  zéros 
de  la  Jonction  F  r)  dont  les  périodes  sont  w,  w'.  Si  l'on  a 

Il  m  ' 

le   produit    '^[z)  —  Y[z)V[z-\~a)Y[z-\-2a)...Y\z-\-{m  —  \)a]    est 
indépendant  de  z. 
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Eii  effet,  on  a  simultanément 

s  +  X-rt  =  a,      z  +  ' k-{-  n)n  =  ^j 
et  aussi 

2  -I-  k'(t  =  c/.',     z  -+-  [k'  —  n) a  =  ry.  -\-  a'  —  (î. 

Puisque  a,  y.'  sont  les  deux  infinis  de  F{z)  et  f-j  un  de  ses  zéros, 
(a  -+-  v! —  |'5)  est  l'autre  zéro.  Donc,  dans  (j/(r.),  deux  facteui-s  distants 
(le  11  rangs  deviennent  simultanément,  l'un  nul,  l'autre  infini,  et  le 
produit  reste  fini. 

D'ailleurs,  1rs  ;«  facteurs  forment  un  cycle  fermé.  Donc  •\[z')  reste 
toujours  finie;  tlonc  celte  fonction  est  constante. 

4.  Les  propositions  précédentes  peuvent  fournir  des  propriétés  des 
polygones  de  Poncelef,  puisqu'on  sait,  depuis  Jacobi,  que  ces  poly- 
gones constituent  lUie  représentation  de  la  multiplication  de  l'ar- 
gument dans  les  fonctions  doublement  péiiodiques  à  deux  infinis. 
Voici  comment,  en  quelques  mots,  le  jirincipe  de  cette  représentation 
peut  être  exposé. 

Soit  F  z)  une  fonction  doublement  périodique  à  deux  infinis.  Pre- 
nons luie  constante  <7,  et  considérons  les  deux  quantités  x,  j",   : 

(i)  j:  =  F(z),     x,  —  Y[z  +  a\. 

Les  éléments  de  la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques 
nous  enseignent  que  les  variables  x,  or,  sont  liées  par  une  relation 
algébrique,  qui  est  symétrique  et,  en  outre,  du  second  degré  par 
rapport  à  chacune  de  ces  variables.  Réciproquement,  étant  donnée 
une  telle  relalion,  on  peut  toujours  choisir  a  et  F(z)  de  manière  que 
la  relation  proposée  résulte  des  équations  (i). 

Soient  maintenant  deux  coniques  A,  B  et  P,  P,  les  points  de  ren- 
contre de  A  avec  une  tangente  de  \\.  A  un  point  P  corresjjondeiit  deux 
points  P,,  et  réciproquement.  Si  l'on  détermine  chaque  point  P  de  A 
par  les  valeurs  d'un  paramétre  se  qui  corresponde  iiniformément  au 
point  P,  ce  qui  est  possible,  alors  les  paramètres  x,  x,  des  points  P,  P, 
sont  liés  par  une  relalion  algébrique  du  second  degré  en  x  et  x^  et 
symétrique.  Donc  ces  paramètres  sont  liés  par  des  relations  telles 
que  (1.  En  conséquence,  si  l'on  construit  une  ligue  polygonale  in- 
scrite dans  A  et  circonscrite  à  B,  les  paramètres  des  sommets  succès- 


sifs  P,  P,,  ...,  P,„_,,  ...  seront  F(z),  F(z-Hfl),  .-.,  F[z  +  (m-i)rt]. 
Pour  que  la  ligne  polygonale  se  ferme  et  forme  un  polygone  de  m 
soinmels,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

(2}  V{z  +  ma)  =  V{z). 

Cette  égalité  a  lieu  pour  ar  + '«fi  =  an- a'  si  a,  «'sont  les  infinis 
(le  F(z).  Cette  équation  détermine  quatre  points  particuliers  P.  Si  l'on 
prend  l'un  d'eux  pour  le  premier  sommet  de  la  ligne  polygonale,  cette 
ligne  se  replie  sur  elle-même  et  se  ferme  sans  constituer  un  polygone 
véritable.  On  voit  aisément  quels  sont  ces  points  P,  Si  m  est  un  nombre 
pair,  P  est  le  sommet  de  rang — h  i  d'une  ligne  polygonale  dont  le 
premier  sommet  est  l'un  des  quatre  points  communs  à  A  et  B.  Si,  au 

I  ■  •        T»        .    1  .1  m  -{-  i 

contraire,  m  est  un  nombre  unpau-,  P  est  le  sommet  de  rang  

d'une  ligne  polygonale  dont  l'extrémité  est  le  point  de  contact  de  A 
avec  une  des  tangentes  communes. 

Soient  w,  w'  les  périodes  de  F(s).  Si  l'on  a  ;?m  =/>(.). +  p'w',  alors 
l'équation  (2)  a  lieu  quel  que  soit  z.  D'où  le  théorème  de  Poncelet  : 
S 'il  existe  un  véritable  polygone  fermée  inscrit  dans  une  conique  et  cir- 
conscrit à  une  autre  conicjue,  il  existe  une  infinité  d'autres  polygones 
jouissant  des  mêmes  propriétés  relativement  à  ces  deux  mêmes  coniques. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  les  sommets  P  de  la  ligne  polygonale 
s'applique  exactement  aussi  aux  points  Q  où  les  côtés  de  cette  b  gue 
touchent  la  conique  B. 

3.  Soient  u,  v,  sv  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  par  rap- 
|)ort  à  ini  triangle  de  référence  ayant  deux  sommets  M=ti'=o  et 
t'  =  w  =  o  eu  deux  points  communs  à  A,  B.  A  un  point  Q  de  B  cor- 
respond uniformément  le  p.ar.imètre  a;  =  -•  Soient  Q,  Q,,  Qo,  ...  les 
points  de  contact  successifs  de  B  avec  une  ligne  polygonale  inscrite 
dans  A.  Le  paramètre  —  du  point  Q/,  sera  de  la  forme  ?[z-^ka\.  Con- 
sidérons la  somme 

(3)  mX  =  -H 1 h. ..H , 

et  observons  que  -  ne  devient  infini  qu'au  point  i'  =  îv  =  o  Ce  point, 
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fominun  à  A,  B,  est  la  réunion  de  deux  points  de  contact  successifs.  Il 
fxisle  donc  une  valeur  de  z  qui  rend  simultanément  infinis  F[z)  et 
F{z-ha).  Donc  a  est  la  différence  des  infinis  de  F(z).  Donc  la 
somme  (3)  est  analogue  à  celle  qui  fait  l'ohjet  de  la  'proposition  I. 
Donc  X  ne  devient  infini  que  pour  s  =  «  et  z  =  (x' — {m  —  i)a.  Les 
deux  lignes  polygonnlcs  correspondantes  n'en  forment  qu'une  il, 
mais  décrite  dans  deux  sens  différents.  C'est  celle  dont  le  premier 
sommet  est  au  point  v  =  w  =  o.  Considérons  en  même  temps  la 
somme 

et  soit  0  la  valeur  de  Y  correspondant  à  la  ligne  polygonale  Q.. 

Par  les  mêmes  raisonnements,  on  voit  que  Y  ne  devient  infini 
que  lorsque  la  ligne  polygonale  a  pour  extrémité  le  point  v  =  ^\'  =  o. 
Soit  I  la  valeur  de  X  qui  répond  à  celte  ligne  polygonale.  Considé- 
rons maintenant  l'expression  (X  —  £)  (Y  —  yj).  Il  est  manifeste  que 
cette  fonction  de  z  ne  devient  jamais  infinie.  C'est  donc  une  simple 
constante  h.  Remplaçons  X,  Y  par  les  rapports  des  coordonnées  U,  V 
d'un  point  à  la  coordonnée  W.  Ce  point  a  donc  pour  lieu  la  conique 
dont  l'équation  est 

(U-?W)(V-  r,\\)  =  IiW-. 

D'où  cette  proposition  : 

Si  dans  une  conique  A  on  inscrit  une  ligne  poljgonnle  quelconque 
qui  soit  en  même  temps  circonscrite  à  une  autre  conique  B,  le  centre  des 
mojennes  harmoniques  de  m  points  de  contact  successifs  de  cette  ligne 
avec  Bj  par  rapport  à  une  corde  commune  aux  deux  coniques,  a  pour 
lieu  une  troisième  conique  fixe  qui  a  aussi  avec  A,  B  cette  même  corde 
commune. 

Si  maintenant  on  a  ma  =  /;cj  + // w',  alors,  suivant  le  corollaire  de 
la  proposition  I,  X  et  Y  sont  eux-mêmes  constants.  Donc  : 

Si  la  ligne  polygonale  se  ferme  et  constitue  un  polygone  de  ni 
côtés,  le  même  centre  des  iiiojeiuies  harmoniques  reste  fixe  quand  le 
polygone  varie. 

Jourit.  de  Math.  (3"  série),  tome  V.  —  Septembre  1879.  07 
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Si  la  corde  commune  envisagée  s'éloigne  inrléfinimeiit,  ces  proposi- 
tions se  changent  en  les  théorèmes  de  M.  Weill  ci-dessus  rappelés. 

6.  La  double  proposition  qui  vient  d'élre  démontrée  provient  de  ce 
fliit  que  a  est  la  différence  des  infinis  de  la  fonction  doublement  pério- 
dique à  envisager.  La  même  circonstance  a  lieu  si  l'on  considère  les 
soiiunets  de  la  ligne  polygonale  sur  A  et  que  les  rencontres  de  A  avec 
la  droite  ty  =  o  soient  les  points  de  contact  de  deux  tangentes  com- 
munes à  A  et  à  B.  On  est  ainsi  conduit  à  une  proposition  concernant 
le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  sommets  de  la  ligne  polygo- 
nale; ce  n'est,  au  reste,  qu'une  conséquence  de  la  proposition  précé- 
dente. Mais,  au  moyen  de  la  proposition  II,  on  obtient  un  théorème 
|)lus  général,  comme  je  vais  l'indiquer. 

7.  Désignons  maintenatit  par  a,  c,  u'  les  coordonnées  d'un  point 
de  A,  le  triangle  de  référence  ayant  deux  sommets  u^-w=^o  et 
^' r=  H' =  o  sur  A;  envisageons  une  ligne  polygonale  de  sonmiets  P, 
P,,  .  .  .,  P,„_(,  et  considérons  encore  la  somme  (3);  supposons  que  le 
polygone  soit  fermé  et  qu'ainsi  /jza  =: /jw  4-/>'oj';  conunent  choisir 
le  triangle  de  référence  pour  que  l'on  ait  aussi  a  —  a'=  na  et  qu'on 
puisse  ainsi  appliquer  la  proposition  II?  D'après  le  n°  4,  il  faut  et  il 
suffit,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  le  point  v  =  \v  =  o  soit  un  sommet 
d'une  ligne  polygonaleayant  pour  extrémiléun  point  commun  aux  deux 
coniques  ou  bien  le  point  de  contact  d'une  tangente  commune.  Cela 
étant,  X  reste  constant  quand  z  varie.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Soient  inscrits  dans  une  conique  A  des  polygones  D  circonscrits  à 
une  autre  conique  B.  Considérons  des  lignes  polygonales  particulières , 
inscrites  à  A.  et  circonscrites  à  B,  savoir:  i°  celle  dont  le  premier  som- 
met P  est  un  quelconque  des  points  communs  à  A  et  B,  et  désignons 
par  P,,  Po,  ...  ses  divers  sommets  ;  2°  celle  dont  le  premier  sommet  M 
est  le  point  de  contact  d'une  tangente  commune  à  A  e/  B,  et  désignons 
l>arM,,  Mo,  ...  ses  divers  sommets.  Prenons  pour  axe  des  moyennes 
harmoniques  une  droite  quelconque  passant  par  l'un  des  points  P,, 
Po,  .  .  .  07^  ]\I,  M,,  Mo,  .  .  . ,  et  soit  G  le  point  où  cet  axe  rencontre  de 
nouveau  la  conique  A  :  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  som- 
mets du  poljgone  9.  a  pour  lieu  une  ligne  droite  passant  par  le  point  G. 
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Si  le  point  G  coïncide  avec  un  autre  des  points  P,,  Po,  .  .  .  ou  M,  M,, 
Mj,  .  .  . ,  ce  même  centre  des  mnjennes  harmoniques  reste  fixe  quand 
le  polygone  ù  varie. 

On  peut  ajouter  encore,  soit  en  répétant  nn  raisonnement  tout 
jiareil,  soit  en  le  déduisant  de  l'énoncé  précédent  : 

Soient  P,  Qi,  Q^,  ...  les  points  de  contact  de  B  avec  la  ligne  poly- 
gonale P,  P,,  .  .  .,  p<  N,  N,,  Nj,  .  .  .  avec  la  ligne  polygonale  M,  M,, 
Mo,  ....  Prenons  pour  axe  des  moyennes  harmoniques  une  droite 
passant  par  l'un  des  points  P,  Q, ,  Qj,  ...  om  N,,  No,  . . .,  et  soit  H  le 
point  où  cet  axe  rencontre  de  nouveau  la  conique  B.  Le  centre  des 
moyennes  harmoniques  des  points  de  contact  du  polygone  il  avec  B  a 
pour  lieu  une  ligne  droite  passant  par  le  point  II. 

Si  le  point  H  est  lui-même  l'un  des  points  F^,Q,,  Qo,  ...  ou  N,,  Nj,  ■.., 
ce  même  centre  des  moyennes  harmoniques  reste  fixe  quand  le  poly- 
gone Q.  varie. 

Il  faut  observer  que  ces  divers  points  P,  P,,  .  .  .  sont  en  nombre 
limité,  comme  il  résulte  de  l'hypothèse  qu'M  existe  des  polvgones  12. 
On  peut  facilement  trouver  le  nombre  de  ces  points,  et  je  nie  contente 
d'énoncer  ce  résultat  : 

Si  m  est  le  nombre  des  côtés  des  polygones  12,  les  points  P,,  P.,,  .  .  ., 
M,  M,,  Mo,  .  ..  sont,  en  totalité,  au  nombre  de  2{m  —  i).  //  en  est 
de  même  des  points  P,  Q,,  Q,,  .  .  .  ,  N,,  N2,  ....  //  existe  donc 
{m  —  i)  {2m  —  3)  axes  par  rapport  à  chacun  desquels  le  centre  dey 
moyennes  harmoniques  des  sommets  du  polygoTie  O  est  fixe,  et  tout 
autant  d'axes  par  rapport  à  chacun  desquels  la  même  circonstance  a 
lieu  pour  le  centre  des  moyennes  liarnioni<jnes  des  points  de  contact  de 
ce  polygone  avec  B. 

8.  En  appliquant  la  proposition  III,  on  obtient  un  théorème  d'un 
ijenre  différent.  Soiiy^(z)  la  fonction  donblement  périodique  qui  figure 
les  différents  sommets  d'un  polygone  0.  Si  l'on  fait 

Z  étant  une  constante  arbitraire  et  n  un  nombre  entier,  on  obtient, 
dans  le  cas  où   les  polygones  îî  sont  fermés,  une  fonction  F(z)  qui 
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satisfait  aux  conditions  de  l'énoncé  de  la  proposition  III.  Pour  donner 
au  résultat  obtenu  de  la  sorte  une  forme  géométrique,  il  suffit  de  con- 
sidérer^  (z)  comme  le  rapport  anharmonique  formé  sur  la  conique  A 
par  le  point  P  et  trois  points  fixes.  Si  l'on  s\ippose  que  deux  des  points 
fixes  soient  à  l'infini  sur  un  cercle,  la  forme  de  l'énoncé  devient  plus 
simple,  et  la  voici  : 

Soient  0,  £ï  deux  polygones,  le  premier  variable,  le  second  fixe, 
inscrits  dans  un  cercle  et  circonscrits  à  une  conique  :  le  produit  des 
distances  d'un  sommet  fixe  de  iï  à  tous  les  sommets  de  O  est  au  pro- 
duit des  distances  d'un  autre  sommet  Jixe  de  iY  à  tous  les  sommets  de 
Q.  dans  un  rapport  constant. 

9.  Au  lieu  de  fixer  chaque  point  de  la  conique  A  par  les  valeurs 
d'un  paramètre  dans  la  définition  duquel  figure  seulement  la  conique  A 
elle-même,  on  peut  employer  des  paramètres  qui  soient  définis  par  la 
figure  composée  des  deux  coniques.  Par  exemple,  ainsi  que  l'a  fait 
I\I.  Mention  [*],  on  peut  fixer  la  position  du  point  P  par  la  cotangente 
du  demi-angle  que  font  entre  elles  les  tangentes  menées  de  P  à  B,  les  co- 
niques A  et  B  étant  toutes  deux  censées  des  cercles.  On  trouve  aisément 
alors  que  ce  nouveau  paramètre,  pour  les  côtés  successifs  d'une  ligne 
polygonale  inscrite  à  A  et  circonscrite  à  B,  est  figuré  par  les  valeurs 
successives  de  F(z-+-  na),  r(z)  étant  toujours  une  fonction  elliptique. 
Voici,  par  exemple,  un  des  résultats  qu'on  peut  immédiatement 
déduire  de  la  proposition  II,  en  se  plaçant  à  ce  nouveau  point  de  vua: 

Soient  des  polygones  il  inscrits  dans  un  cercle  et  circonscrits  à  un 
autre  cercle.  Désignons  par  P,  P,,  Po,  .  •  •  les  sommets  d'un  de  ces 
polygones ,  et  par  Q,  Q,,  .  .  .  les  points  de  contact  du  second  cercle 
respectivement  avec  les  côtés  PP,,  P,  Pi,  ■[■  •  ■  Soit,  en  outre,  lia  lon- 
gueur d'une  tangente  commune  aux  deux  cercles. 

Quel  que  soit  le  polygone  i2,   la  quantité  suivante  est  constante , 

savoir: 

III 

.  =  const. 


PQ  — /       P,Q,— /       P.Q2— / 


[*]  Mélanges  ntatliématiqucs    et    astronomiques,    t.   III.    Saint-Pétersbourg,    mai 
1859. 
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Solution  du  eus  irréductible,  c  cst-a-dire  du  problème  consistant 
à  exprimer  les  racines  d'une  équation  complète  du  troisième 
degré  comme  fonctions  algébriques^  finies  et  numériquement 
calculables  sous  forme  finie,  des  coefficients  de  cette  équation, 
dans  le  cas  oit  ces  racines  sont  toutes  a  la  fois  réelles  et  au 
moins  une  d'elles  commensurable  [*J  ; 

Par   m.    Guido    WEICHOLD, 

Professeux"  à  Zittau  (Saxe). 


En  désignant  par  a,  b,  c  les  racines  de  l'équatioii  générale  du  troi- 
sième degré 

(i)  a-' +  AcT^  +  Bx+ C  =  G, 

[*]  De  cette  définition  du  problème  du  cas  irréductible  il  résulte  évidemment  : 
1"  Que  la  résolution  d'une  pareille  équation  au  moyen  des  fonctions  trigononié- 
triqucs  n'est  nullement  une  solution  du  cas  irréductible,  pas  plus  que  la  division  d'un 
angle  en  trois  parties  égales  au  moyen  d'un  rapporteur  ne  serait  la  solution  du  pio- 
blème  de  la  trisection  d'un  angle,  puisque  cette  résolution  revient  en  dernier  lieu  à  la 
consultation  de  tables,  où  les  racines  de  toutes  les  équations  particulières  de  ce  genre 
sont  calculées  d'avance  j>ar  approximation  et  spécifiées  en  face  de  chaque  cas  parti- 
culier. Les  racines  de  l'équation  proposée  ainsi  exprimées  au  moyen  des  fonctions 
irigonométriques  ne  sont  d'ailleurs  ni  fonctions  algébriques,  ni  fonctions  finies  des 
coefficients  de  cette  équation  ; 

2°  Que  le  cas  où  les  trois  racines  de  l'équation  proposée  sont  toutes  incommensu- 
rables à  la  fois  n'entre  pas  dans  le  problème  du  cas  irréductible,  puisqu'il  serait  aussi 
absurde  d'exiger  que  l'on  exprimât  ces  racines  numériquement  exactes  et  sous  forme 
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et  par  5  et  V  les  racines  cubiques  complexes  [*]  de  l'unité,  c'esl-à-dire 
on  a,  en  posant 


1  +  s/-  3      cy  ^  -'-V^-3  _ 


» 


a    -\-  Oh    -^  O'c 


a    -^  S' b    +  ()C     = 


bc  4-  Qac  -h  O'ab  -- 


bc  +  O'ac  ->r  Oab  =: 
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:  2  /;c  - 

—  «c 

— 

«// 

+  « 

b  — 

c)^= 

1 

et  en  ayant  égard  aux  relations  connues,  savoir  : 

a  ^  b  +  c  =  —  A,     ab  +  ac  -7-  bc  =-.V,,     abc  =  —  C. 

— A-4-p-l-p' pi  — p'.  2B  —  (p,-+- p',  1  _  3C 


b^ 


i'K 


3 

c  —  p' 

2A  +  ip-l-p'j 

—  A  -4-  6'd  +  9p' 

6'p,  —  Op\ 

3 

O'p  —  ep' 

2B  —  (9'pi+  Sp', 

3C 

2A  -f-  (6'p  +  9p' 

B-t- 

S'p,  +  6p',  ,  ' 

—  A  H-  Bp  -f-  Cl' ,-' 

Bp,  —  S'p', 

3 

Sp  —  Ô'p' 

aB—  {Op,-h  ô'p',! 

3C 

B 


2A  -)-  (Ûp  -f-  9'p')  B  -f-  ;&p, -r-6'p',) 


Unie  que  de  vouloir  exiger  que  l'on  extraie  une  racine  d'un  nombre  entier  positif  q'ii 
n'est  pas  une  puis^ance  exacte  du  même  degré  d'un  autre  nombre  entier  exactement 
ft  sous  forme  finie,  et  puisque  la  détermination  approximative  des  valeurs  de  cch 
racines  incommensurables  peut  être  effectuée  par  la  formule  de  Car.'lan,  en  dévelop- 
|)ant  les  racines  cubiques  qu'elle  renferme  en  séries  convergentes. 

[*]  Par  conséquent,  p,  p  ,  p,,  p',  sont  des  fonctions  complexes  conjuguées  de  n ,  h.  c. 
si  l'on  entend  par  quantité  complexe  toute  quantité  composée  de  deux  parties,  dont 
l'une  est  réelle  et  l'autre  imacinaire. 


SOLUTION    DU     CAS    IRRÉDUCTIBLE. 


OU,  collectivement, 


(4) 


G'  ,  p,  _  I 
9   )  ( 


6   ) 


29.) 


3C 


2A  + 


B  +  &'    p' 
9   ' 


Entre  les  quatre  quantités  auxiliaires  p,  [j\  p,,p'i  et  les  coefficients 
A,  B,  C  de  l'équation  proposée,  il  existe  les  sept  relations  suivantes  : 
(5)     I.       pp'  =  A--  3B=rN, 

(G)     II.      p,p',  =.B=- 3AC  =N', 

(7)  m.     pp;4-?'p,=^AB-9C  =  P, 

(8)  IV.     p^  + ?'='  =  3P— 2AN  =  - aA'^  +  gAB- 27C, 

(9)  V.      p^+-p]  =- 3CP+ 2BN'=2B^ -9ABC  +  ■27C^ 

(10)  VI.     p-p,+p'-p',  =  3N'  — BN  =  AP-2BN=— A^B-f-GB^-gAC, 

(11)  VII.  pr  +  ?'?'r  =  AN'-t-3CN  =  2AlN'-BP=AB=-6A-C-;-9BC, 

N,^N',  P  étant  des  abréviations  pour  A=  —  3B,  B"  —  3AC,  AB  —  9C. 
En  effet,  on  a 

pf/    =  ôp.O' p' =  O'p.Op' =  [a -\- Oh  +  0'c):^a  + O'b  ^  Oc) 
—  [b-\-Oa  +  0' c)(b  -h  ô'a  -+-  Oc) 
=  (c  -\-  On  +  0'b]{c  -\-  O'a  -\-  Oh) 
==VA{^-b)  +  [a-c)Y  +  ?>{b-c)Y\ 

==  \\[,b  -c)-  (fl -/;)]=+  3(fl  -  cy\ 

=  itr(a-c)  +  (^-c)f-i-3(«-i)^j[*j 

=  (a  —  b)-  —  [a  —  b)'a  —  c)  +  {a  —  c)^ 

=  [b—  c)-  -h  [b  —  c){n  —  b)  H-  [a  -  b)- 

=  {a  —  c)-  —  {a  —  c)  b  —  c)  +  [b  ~  cY 

=  {a-h  b- -{- C-)  —  (ab -t- oc -i- bc)  —  A^  — '5B, 

[*]  Ces  expressions  montrent  que  N  et  N'  peuvent  être  réduits  à  la  forme 
a-'  H-  3,î=  =  {7.  -I-  ;3^^3)  (a  -  ?s/'^^) 


iq6  g.   weichoid. 

p,p'^  ^=0p,  0' p\^  0'p,Ofj\^=[bc-h'Jab  +  S'ac\^hc  +  O'ah -h  Oac) 
=  [ac  -h  dab  -+-  0'bc){ac  +  6' nb  ■+-  ôbc) 
=  [ab  -\-  Oac  -{-  0' bc)[ah  +  0' ac  +  dbc) 
-=i|[/;(rt  -c)^c{a-b)]--\-Za'[b-cY\ 
,  ow  =\\{c[a-b)-a{b~c)Y  +  'hV-[a-c)-\ 

^'■^)\  =L\la{b-c)-^b{a-c)Y-^  Zc-'{a-bf\Y\ 

—  b-{a  —  c)-  —  bc[a  —  b){n~  c)  +  c- [a  —  b)- 
=  c-[n  —  b)-  -\-  ac[n  —  b)[b  —  c)  ■+-  a^{b  —  c)^ 
=  a^{b  —  cY  —  ah[b  —  c){a  —  c)  -i-  b-{a  —  c)- 

—  a'b^+a''c^-hb''-c--abc{n  +  b  +  c)  =  B=-3AC, 

pp\  ->r  fy'p,  =  5p.0'p\  -+-  O'p'/jpi  =  0'p/jp\  -+-  Op'.O'p, 

=  (n  +  5A  +  6'c)[bc  -\-  d' ac  +  Oab) 

+  [a  +  "j'h  +  Oc){bc  -\-  6ac  -+-  O'ah) 
=  (c  +  5rt  +  i'b){ab  +  O'bc  +  Sac) 
'i4){  +ic  ^  B'a  +  ôb){ab  ^  Obc  ^  O'ac) 

=  [b  -\-  Oc  +  6'a){ac  -+-  O'ab  +  Obc) 

-i-  [b  -i-  O'c  -i-  Oa){ac  +  Oab  -+-  O'bc) 
=  6ai^c  +  [a-b  -hab'-  -f-  fl-c  -\-  ac--h  b'c-h  bc^){0  -!-  5') 
=  c)abc  —  {ab  -\-  ac  -+-  bc){a  -+-  b  +  c)  =  AB  —  9C, 
p'  +  p"  =  (p  +  p')[Op  +  5'p')  (5>  +  Op') 

=  (2rt  —  /?  —  c){2b  —  a  —  c}{2C  —  a  —  b) 
(i  5)  {  =  [(«  -  ^  '  +  (rt  -  c)]  \(a  -c)  +  {b-  c][;a  -  b)  -  {h  -  c)] 

=  2  [a'  +  b^  -h  c-)  —  '5{ab-hac  --f-  ^c)  («  -hb-hc)-^  i-dbc 
=  —  2  A'  +  9  AB  —  27 C  =  3P  -  2  AN, 

quand  les  racines  a,  b,  c  sont  réelles  et  entières,  à  la  forme 

f+  3,6-' 

(|iiand  elles  sont  réelles  et  fractionnaires,  et  enfin  à  la  forme 


f=i)(^-f3) 


a'  4-  35=). a  +  J3  y  À  y  —  3        a  —  ;5  y'  ),  y/ —  3 

7'  7  7 

quand  elles  sont  réelles  et  une  d'elles  rationnelle  et  fractionnaire,  et  les  deux  autres 

,  1  ■        •  ,      1     ,      r  iii-^n\lp       m  —  n\lp 

des  nombres  irrationnels  de  la   forme et j  «,  3,  7,  m  et  n  étant 

'1  1 

des  nombres  entiers,  et  x,  p  et  q  des  nombres  entiers  positifs. 
[*]  Voir\a.  note  de  la  page  précédente. 
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l  =[ihc  —ab  —  ac){2ac  —  ah  —  bc\  [inh  —  rtf  —  hc) 

I  =  [^(rt  —  c)  +.c{a-  b]\[a\b  ~c)  —  c{a  —  b  \] 
(16)/  ■x[a{b— c) -^  h{a  — c)] 

j  =  2(a''i''  4-  rt'c''+  Z^'c^)  —  3abc{ab  -{-  ac  +  bc) 

1  =  alP  -  gACC  +  27C-  =  -  3CP  -+-  2BN' 

?'f.  +  ?"?',  =  (^.?)'l5?,)  +  (5'p?(5'?',)  =  (ô'p)^(5'p,)+(5p')n5p',) 
—  (rt  +  5^  +  B'cY[bc  4-  $'ai  4-  5flc) 

+  (a  4-  57>  4-  Oc]-\hc  4-  ^(7Z)4-  5'rtc) 
=  (c4-  5rt4-  0'hy{nb-h  O'ac-i-Obc) 

4-  (c4-  O'd-'r-  ùbf{ah  4-  5(7C4-  6'6c) 
=  (7>  4-  5c  4-  0'af[ac  4-  5'ic  4-  iab) 

4-  (Zi  4-  5'f  4-  'ja)-{ac  -\-  5bc  +  O'ab) 
=  —  rt/;c(ri  4-  ^  4-c)  4-  4(«"^^  +  a'c^  4- i-C") 

—  {à-  +  b-  4-  c-){ab  4-  rtc  -f-  ^c) 
.     =-  9AC  +  6B--  A-B  =  3N'-BN=AP-2BN, 

??T+?'pf  =  (5?i(5p.r4-(5'p')(5'?'J=  =  (5'p)(5'f.)^+(Vj(5?',r 

=  («4-5(^4-  5'c)(/)C4-5rtC4-  5'<7è)2 
4-  {a  -^  O'b  +  Oc){l)C  4-  5'<7C  4-  Onhy- 

—  [c  -\-  Oa  +  (/'b)[ab  4-  Obc  -1-  î'rtc)^ 
4-  (c  4-  O'a  4-  5Z>)((7i>  4-  'i'bc  4-  Ôrtc)^ 

=^  (/^  4-  !5c  4-  0' a)[ac  4-  57;c  +  î/ai)^ 
4-  [b  -\-0'c  -^Qa){ac  4-  6Z»6'  4-  S' ah  Y 

—  —  abc{ab  4-  «c  4-  /5)t?)  4-  4^^^  (rt-  4-^-4-  C') 

—  [a  -i-  b  -+-  c)(a^'b--+-  a-c^  4-  h-c- ) 

\  =9BC-6A-C  +  AB=  =  AN'-  3CN  =  2AN'-BP. 

De  ces  relations,  ou  déduit 

pp'i  —  p'î,  =  (a  4-  âZ»  -I-  0'c)[bc  4-  5V<c  4-  $rti^) 

—  [a  -h  O'b  4-  Oc)ibc  4-  5(7c  4-  ô'aZ'J 
î'9)  I                    =  (rt  — Z>)(rt— c;i(Z>  — c)v'  — ■3  =  v(pp',  4-  p'p,)"  — 4 ??'?,?', 

=  v'P--4iNN'  =  S  V  "^^  ; 

Journ.  de  Math.  (3*  série),  tome  V.  —  Sepiejibue  1879.  JO 
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en  écrivant,  pour  abréger, 

V — ^-=^S' 


/      ,3     ,/3 


p')(5?-5'p')(5'p  -ôp') 


3(fl  _  /,)(,,  _  c){b  -  c)  v-3=  v'(?'+  ?")'-  4?'f 


(2o){  =^{3?  — 2A1N)^  — 4N'  =  v'9P'-'2APN  +  4A-]SI-  — 41N-' 

=  v/gP^-  4N(lN-~  A-iN  H-3AF)  =  vgP'-  4N.9IN' 
---  3v'P^-4NN'  =  3S\j'^, 

—  ?'?  =  (?i  —  ?'i)(^?i  —  5'?'iH'^''?i  -  ^?'i) 


(2l)^ 


=  V'(  -  o CP  +  2 BN')-  —  4N^ 


=  v'gC'P'-  iaBC]N'P+  4H-N"--  4 IN' 


=:y/()C'p2_  4N'(N'--  B-N'+  3BCP) 

=  V'9C^P^-4N.9C^N  =  3  C  v/P'— 4NN'  =  3  CS  y^^, 

^'-f\  =  {a  -+-  Oh  -+-  6'c)-\bc  -+-  6' nh  +  Sac) 

—  (rt  4-  5'6  -I-  'Jc)-[bc  +  5«è  4-  6'rtc) 
—  [a-\-h-+-  c)[a  —  b)[a  —  c)[b  —  c)\j—  3 


(22j{  ==v/(?'?i+p"p',)'-4?'p"?,?',=v/(AP~2BN)^-4N^N' 

=  VA^  P^  —  4  ABPN  +  4  B-N'  —  4N'N' 
=  y/A^'P^-  4N(NN'  -  B^N  +  ABP  =  x'A^P- -4N.A^N' 
=  A  VP^  — 4NN' ^  AS ^"^3, 

pp'J  —  0  '^l  =  (^a  -h  0 b  -h  0'c){bc  +  6'a/;  +  Oac)- 

—  (rï  -I-  O'b  -\-  0 c){bc  -\-  0 ab  -^  O'ac)- 
—  [ab  +  ac  +  6c):^rt  —  b){a  ~  c)[b  —  c)\'  —  3 


(^4) 


=  'J{?:A+?'?"'ir  ~  4  pp'p'p'?  =  v(2AN'-BP)^  -4NN'^ 

=  v/4A^N'^  -  4  ABPN'  +  B-  P-  -  4NN'- 

=  s/B-P'  —  4N\NN'  -  A-N'+  ABP)  =  vB'P'-4N'B='N 

=  B y/P--  4NN'  -=  BSV^^, 


=  i  [(  pp'i  +/?ojr^;  -?'?.)] 

=  i(P  +  s/P^-4NN')  =:i(P  +  Sv-3), 


SOLUTION    DU    CAS    IRRKDl'CTIBr.E.  2qf) 

(25)  (  ^'  '''  ^^-^^  '°^''  ^'-(hl^iSî''''  ~  ' ''''^      

(26)  f"  =  ^[l ?'  +  p'=  )  +  ( p^  -  ?'' )]  =  i  (3 F  -  2 AN  H-  3S V^^) , 

(27)  ?"  =  ![(?'  +  ?"  I  -  {?'  -  ?")]  =t  I  (3P  -  2AN  -  3Sv/^=^), 

(28)  pf  =  i[(pî-hp'î')-+-(p?-?'J)]  =  |(-3CP  +  2BN'+3CSV^, 

(29)  P'-H(p?+?'?J-(p?-?"nj-i(-3Cl'-H2BN'-3CSv/~3), 

?'?.  ==i[(?'p.+  ?"?'i)  +  (?'Pi-p"?'.)]  

=  {'  (3N'-  BN  +  A  s/F--4NN')  =  i-(AP  -  2BN  +  AS  y'  -  3), 

?"  r'i  =  i  [(?'  p.  +  ?"  ?'i  )  —  (?'?<—  ?"  P'i  )] 

=  |(3N'-BN-Av/F'-4NN')=-i(AP-2BN-ASv'~3), 

PPI   =i[(?Pi  +  P'p'i) +(??!-?'?'')] 


(3o)j 
POJ 

(33) 


r^  I  (AN'-3CN  -f-Bv'F-  -  4  N  ^')  --  {-(aAN'-BP-t-  BS^-  3), 

?'?'?  =  i[(pp?  -H  ?'?'?)  -  (ppi-p'pTj]  __ 

=  |(AN'-3CN-Bv'P--4NN')^Jr(2AN'~BP-BSv/-3). 


IjCS  valeurs  de  pp', ,  p'p,,  p^,  p'^,  pj,  p'J,  p"p,,  p'"?'i)PPn  ?'?'?  ^^"' 
complexes  {voir  la  note  de  la  p.  i),  quand  a,  b,  c  sont  siimiita- 
nénient  réelles,  coimne  le  montre  l'expression 


S  =  {a  -  h)[n-c)[h  -  c.)  =y/i^^^. 

Donc,  si  l'on  voulait  déterminer  les  valeurs  de  p,  p',  p,,  p',  par  l'ex- 
traction de  la  racine  cnbiipie  de 

p'3  =  i(3P--  2AN  -  3Sv'-nï), 

p3  =  x(_3cp-h  2BN'+3CSv''^^3), 

p'-/=:A(_3CP -4- 2BN'-}- 3CS\/'^^),    ■ 

respectivement,  on  lomberail  sur  le  cas  irréductible,  c'est-à-dire  on 
aurait  à  extraire  la  racine  cubique  de  quantités  complexes,  ce  qu'on 
ne  sait  pas  encore  effectuer  sous  forme  finie  et  par  des  opérations  élé- 
mentaires. Mais  les  valeurs  de  ces  quatre  quantités  auxiliaires  p,  p', 
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p,,  o\  peuvent  être  déterminées  sons  forme  finie  par  une  opération 
élémentaire  autre  que  l'extraction  de  la  racine  cubique,  quand  les 
racines  a,  b,  c  sont  toutes  réelles  et  une  d'elles  au  moins  commensu- 
rable,  savoir  par  la  détermination  d'un  facteur  complexe  commun  à 
deux  quantités  complexes  tontes  les  deux,  ou  l'une  au  moins. 
En  effet,  en  observant  que 

I.  pp'  et  pp'i  ont  le  facteur  complexe  p  commun,  de  même  que  ^,a\  et  o  o,  le  facteur  p,, 

oc,'         p'pi  I)  »  p'  I)  >>  pipi  p,  o  Pi  ; 

II.  pp'  et  o;  ont  le  fadeur  complexe  o  commun,  de  même  que  o^ù^  et  p,   le  facteur  p,, 

P?'     p''  »  ■'       ?'       '  "  p'?\     p''       "      p',  ; 

III.  oçj'  et  ryç,,   ont  le  facteur  complexe  p  commun,  de  même  que  o,rj\  et  ç,^n,   le  facteur  p,, 
po'       "^'^p',  "  "  '■''  "  "  ppi        ''■pi         "  pi  j 

IV.  pp'  et  pp'^     ont  le  facteur  complexe  p   commun,  de  même  que  p,p\  et  pp,     le  facteur  p,, 

pp'        p'p'^  »  ,.  p'  .,  .,  p,p',        p'p';  >,  p\  ; 

V.   pp\  et  p-p,    ont  le  facteur  complexe  p  commun,  de  même  que  p'o,  et  p'pi    le  facteur  p, , 

p'p,         p'"p',  "  "  p'  "  "  ppi  p''pl  "  Pi   ' 

VI.  pp'  el  ppj    ont  le  facteur  complexe  p  commun,  de  même  que  p'p,  et  ppj    le  facteur  p,, 

p'p,         p'p']  "  "  p'  "  "  ppi  p'p'l  "  Pi' 

VU.   or/,   et  o'   ont  le  facteur  conijilexe  p  commun,  de  même  que  p'p,  et  p]   le  facteur  p, , 

p'p,         p'3  „  .  p'  «  .  pp',  p'J  »  p',  ; 

VIII.   no]   et    '  oui  le  fact.  compl.  p  commun,  de  mêraequepp^    etp^  lefact.p,,  d'oiip,  =vpp'|p;'[* 


P,'      »        p',%     '    p',  =  ^ip'p,' 


IX.  p-p,    etp'  ont  le  fact.  compl.  p-,  d'où  p  ==  \  ppi  |  p',  de  même  que  p-pi  et  p]  le  facteur  p, 

p''p',       p"  "  ■'        p-     "     p'  ~\'p"?\\p"y  "  p'?i      P?  "         p' 

p'p,                         pp' 
X.  ,o'o,    el  pp^    ont  le  facteur  complexe  pp,,  d'où  p  =====etpi  r=  — 


p-p,  I  pp\  p-p,  I  pp, 

p'"Pi  f  f/o,' 

o''p'       6'p7  "  •  PPi'     "    p'  ^-  ~~r I  I    I  ■      \\  ~-    .    '  i~r"nr  ' 

.  p-'p  l?p."         p-'p.  Ippr 

il  est  évident  qu'on  peut  déterminer  ces  quatre  quantités  p,  p',  p,,  p', 
par  la  recherche  de  ce  facîeur  commun,  par  quelques-unes  des  com- 


[*]  Le  signe  j  désigne  l'opération  de  la  recherche  du  facteur  complexe  com- 
mun aux  deux  quantités,  qui  se  trouvent  de  part  et  d'autre  de  ce  signe,  satisfaisant 
en  même  temps  aux  sept  relations  ci-dessus  entre  p,  p',  p,,  p', . 
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Ijinaisons  ci-dessus  spécifiées,  et  satisfaisant  en  même  îrmps  aux  sept 
relalious  entre  p,  p',  p,,  p',  et  A,  B,  C. 

Au  moyen  du  signe  ~]~~  on  a,  en  remplaçant   p,   >',  :,,  p',   dans  les 
expressions  des  racines  : 


'      \ 


(35) 


—  A  -4-  ô' 


/'    =- 


0   ' 


i  p'  !  p' 


^^-''h'P\\p;- 


2A  -f  0'    pp'  I  p'  +  6     po'  I  p': 
0  \    '      '  0'     " 


'Pf. 


0'  l  np'   I  ,3  _   0 


3C 


B  +  ^J'/p.p',  I  yl  -h  0  >p,p',  |p',' 
0       '       '  0'  '  ' 


et  ainsi  de  suite,  en  employant  les  autres  combinaisons  pour  la  déler- 
niinalion  du  facteur  commun  en  question. 

En  remplaçant  pp',  p',  p'%  . . .  par  leurs  valeurs,  on  a  enfin 


ne) 


'[ 


6'  r=ô      -A-t-0'    A'-3B 


AB  —  9C  +  v/(  AB  —  9C 1"  —  4  (  A-'  —  3  B  )  (  B'  —  3  AC  ! 


+  0     A' 
6' 


3B 


AB  — 9C—  v^(AB  — 9(:)^  —  4  !  A=  —  3  B  )  (  B^  —  3  AC  ) 


Le  procédé  de  la  détermination  des  facteurs  communs  désignés  par 
pf'  I  p3,  pp'  I  p'^,...  étant  essentiellement  du  ressort  de  l'Arithmé- 
tique proprement  dite,  où  il  devrait  constituer  une  opération  fonda- 
mentale, j'ai  montré  dans  les  exemples  numériques  ci-joints  qu'il  se 
réduit  à  un  nombre  limité  d'opérations  purement  algébriques  et 
que,  par  conséquent,  ce  procédé  résont  complètement  le  |;roblème 
proposé.  Q.  E.  F. 
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Corollaire.  —  Les  expressions 


h  = 


c  —  c 

h'ç,  —  <iç, 


f',  I  v'  —  3 


;p  —  &')  -i-(p  -i-p')  v'— 3 
{ p,  —  p',  1  —  f  p,  -I-  p',  1  \l —  3 

(  0  —  p'    —  '  0  ^  p'  I  y —  3 

,     _  P  ■  0  +  r/  )  —  f  0  —  s'  I  S  v/~'3 

.'    _  P  p— p'l-fp-f-p"S\  —  3 
■''  ~  '^i  ~~  2^  ' 

dont  les  deux  dernières  résultent  de  la  combinaison  de 

,  _  ,   _  P  ^  S  v/^^3        ,     _  P  -  s  V^^Tâ 

?,'  —  !>.      ,-,■-,  —  2  '     f  ri  —  2  - 

fournissent,  par  l'élimination  de  a,  c,  s',,  :  —  ;',  p,  -î-  p', ,  p,  —  p',  d'une 
part,  et  d'autre  part  de  h,  ç, -\- z',  s  ~ /^  p,  -(-p'|,p,  — p'^ ,  les  deux 
équations 

,  _         2.W'-f-(P  +  S)c  _   _  2W  ~  (P  — Sic 

2Nf -f-  (P— S)"'      ''' ~   "    2.NC4- ;f>-f-S 

ou,  rassemblées, 

2N'  +  (P±S]r 


(3?) 


/>\  2iNc-(- (frpS) 


au  moyen  desquelles,  une  des  trois  racines  a,  h,  c  étant  donnée,  les 
deux  autres  pourraient  être  trouvées  en  fonction  de  la  racine  donnée 
et  des  quantités  N,  N',  P  et  S  déjà  calculées  pour  la  détermination  de 
la  première  racine. 

ScoLiE.  —  Les  considérations  suivantes  monirent  que  l'Algèbre 
même  suggère  cette  solution  du  cas  irréductible  : 

i"  L'élimination  de  trois  des  quatre  quantités  p,  p',  p,,  p\  de  p',  p,,  p', 
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par  exemple,  entre  les  quatre  équations 

A  -t- p  +  ;/  2B— (p,  -f-o',  )         -,         -- 

fournit  l'équation  finale 

2Np'  -  (3P  -  2AN  -  3Sv/^^)  f 
ou 


en  observant  qu'on   peut  écrire  au  lieu  du  dernier   terme   2N'  son 
équivalent 

i(3P-  2AN  +  3Sv/^^)l3P-  2AN  -3Ss/-^), 
qui  peut  être  satisfaite  eu  posant 

20'-  (3P-  2AN-h3Sv''^3)  =  o, 


d'où 


„         3P  — 2AN  — 3Si/  — 3 

JNp =  o, 


3;P  —  2AIN  -t-SSy/—  3  _  3P  —  2AN  — 3Sv/  — 3 


La  valeur  de  f  coïncide  avec  celle  qui  a  déjà  été  trouvée  précé- 
demment. 

r  ,  ,  3P  — 2AN— 3Si/^3    r  •  ,  ,      . 

La  valeur  de  j  =: -; ^ ?  lournie  par  la  seconde  de  ces 

'  2N  ' 

deux  équations,  ne  satisfait  pas  l'équation  proposée,  tant  qu'on  prend 

les  opérations  qui  y  sont  indiquées  dans  le  sens  ordinaire,  ce  dont  on 

peut  se  convaincre  eu  observant  que  la  valeur  conjuguée  de  0,  savoir  ;', 
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.     ,                         ,        3P— 2AN-+-3Si/^=^ 
serait  dans  ce  cas  p  = ?  et  par  conséquent 


2N 


tAN  —  AH-r. -f-o'         3P  — 4AN 

et       fl  =   H TT =  7^ —  =  Jc, 


et  que  x  =  jrr^ —  ne  rend   pas   les  deux  membres  de   l'équation 

.x'  -h  A^  -f-  Bx  4-  C  =  o  identiques.  Comment  donc  interpréter  cette 
valeur  pour  qu'elle  satisfasse  l'équation  proposée?  Car  on  ne  peut  ad- 
mettre qu'elle  soit  contradictoire  avec  l'équation  proposée,  puisqu'elle 
a  été  obtenue  par  une  suite  de  déductions  complètement  compatibles 
avec  elle.  En  observant  que  le  numérateur  de  cette  expression  est  égal 
à  20''  et  le  dénominateur  à  app',  on  a 


Si  l'on  attachait  à  la  division  de  p"  par  i^y,  qui  y  est  indiquée,  un 
sens  plus  étendu  que  celui  de  la  division  ordinaire,  c'est-à-dire  au  lieu 
delà  recherche  du  quotient,  la  recherche  d'une  quantité  qui  divise 
ces  deux  quantités  sans  reste,  ce  résultat  signifierait  la  valeur  con- 
juguée p'  de  p,  car  on  voit  sans  peine  que  p''  et  pp'  ont  p'  pour  facteur 
commun.  Cette  interprétation  est  d'ailleurs  justifiée  par  le  fait  que 
l'opération  de  la  recherche  d'un  facteur  commun  à  deux  quantités  ne 
peut  se  manifester  comme  résultante  d'autres  opérations  tant  qu'il 
n'existe  aucun  signe  pour  l'indiquer,  de  même  que  l'opération  de  l'ex- 
traction d'une  racine  ne  pourrait  se  manifester  comme  résultante 
d'autres  opérations  si  l'on  n'avait  pas  adopté  un  signe  pour  l'indiquer. 
Il  est  donc  à  présumer  que  l'adoption  générale  d'un  pareil  signe  pour- 
rait conduire  à  de  nouveaux  résultats  importants.  L'Algèbre  fournit, 
outre  la  valeur  cherchée  de  p,  sa  valeur  conjuguée  p',  ce  qui  est  con- 
forme à  l'esprit  de  l'Algèbre  et  analogue  au  cas  où  l'on  cherche  la  racine 
réelle  d'un  nombre  positif,  où  l'Algèbre  ne  fournit  pas  seulement  cette 
racine,  mais  en  même  temps  toutes  les  autres,  soit  réelles,  soit  com- 
plexes qui  existent. 
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2°  Le  fait  que  les  valeurs  de  p',  p'%  pj,  p'J,  savoir  : 

3P  — 2AN  +  3Sv/"ir3        3P  — •îAN  — SSy/^^ 

Z  '  2 ' 

—  3CP  +2BW'H-3CSs/"^^        -3CPh-2BN^3CSv/^^ 


ne  sont  pas  des  cubes  parfaits  sous  cette  forme  générale  et  que  les  pro- 
duits 

P^P'     t'i^i"!'     r^Pi'     r     ^^r-ii 

de  même  que 

P      '^   P 1  '         P        --<     i-"  1  '        P     X    P 1  1        f       X    ?   i  » 

sont  des  cubes  parfaits  dont  les  racines  sont  respectivement 

pp=N,     p,?i=N,     pp,  = ^ ,     p'p,  = ^ , 

.^      __  3N'  — BN  +  ASs/"^^  „,    _  3N'  — BN— ASv/^^ 

P  ?i  —  ;  '     P"?i  — ' 


AN'  —  3CN-}-BS 


v'-3 


est  une  autre  suggestion  de  l'Algèbre  qu'il  ne  faut  pas  s'obstiner  à  vou- 
loir déterminer  les  quantités  p,  p',  p,,  p',  par  l'extraction  de  la  racine 
cubique  des  valeurs  de  p\  p",  pj,  p'J  ;  qu'au  contraire,  quand  cette 
opération  devient  impossible,  il  convient,  pour  obtenir  les  valeurs  de 
p,  p',  pi,  p', ,  d'opérer  la  décomposition  en  facteurs  des  racines  cubiques 
des  produits  f^'^,  ?^if'l<  p^'???  •  ••)  savoir  de 

pp'=N    dans  les  facteurs  p    et  p', 

o,p\  =  W  n  »  p,     »    p',, 

P-t-Sv/^^ 

PPi  = "  ?      "    Pi' 


Joiirn.  de  Math.  (3'  série),  tome  V.  —  Sici'TrMonE  1873.  «59 


3o(3  G-    WF.ICQOLD. 

APPLICATIONS    DF.    LA    SOLUTION    PRÉCÉDENTE    DU    CAS    IKRKDLlCTUiLF, 
A    DES    tXEMI'LES    NUMERIQUES. 

I. 

x'^  —  \Ç)X-  +  73x  —  90  =  o. 
A  =  -i6,     B  =  73,      C=-90. 
?p'  --=  A=  -  3  B  =  N  =  37  ; 
PfP'i  =N'=  1009; 
^^^^  +  p'p,  =r  AB  -  9C  =  P  =  -  358  ; 


?h01l-_.i^a~h)[a-c){b-c)-=sJ^^^^=S  =  ^k; 

f  +p'^  =  3P  -ciAN  =  f  lo; 
p3  H-  p'3  =  2BN'  -  3CP  =  5o654; 
?'?.  +?"?'.  ^--  3N'-BN  =  326; 

00?  +?'?';::=  AN' -  3CN  =- 61 54  ; 


P4-Sv  ~3 


—  '79-+-'^<2v  —  ^^5 


P  -+-  s  v/  —  3  ,       ô 

p'p,  =  ^ =  —  I  79  —  42  V  —  3  ; 

p'  =  55  H-  126  y  —  3  ; 
p'*  =  55  —  i2Gv'  —  3  ; 

pj  =  25327  —  ii34o  V  —  3; 

f\  =  25327  +  1 1 340  V  —  3  ; 

3N'  — BN-hASv/^^  c-,        ,.         ■ r, 

;-:,  zi; ^ =r  i63  —  072  V  —  3; 

3N'— BN  — ASy/  —  3  ^o       ,.         ^ 

p'-pj  = : =  id3  +  b72v  —  3; 

}o\  =^  —  ^077  4-  3o66v  —  3  ; 
'J ^'\  =  —  3077  -\-  3o66v'  —  3. 

De  ce  que  S  est  réel  et  rationnel,  on  conclut  que  les  trois  racines 
n,  b,  c  sont  de  même  espèce  et  que,  par  conséquent,  le  cas  irréductible 
se  présente  ici.  p,  p',  p,,p'j    ne  peuvent  donc   être   déterminés   autre- 


SOLUTION     nu    CAS    IRRÉDUCTIBLE.  So^ 

iiieiil  qiio  p;ir  la  ilocoinposition  des  produits  ;:',  :,,:',,  pp',,  ...  dans 
leurs  facteurs,  ce  que  l'on  peut  effectuer  de  tant  de  manières,  qu'il 
serait  très-long  d'épuiser  toutes  les  combinaisons  possibles;  on  voici 
quelques-unes  : 


i"  Détennination  de  o  par  l'ojH'mtioii  dc'sig?iee  par  çp'|  op\  . 

A  cet  effet  on  divise  :  io\  =  —  i  79  -4-  42  \/  —  3  par  ^f'  =  3j,  ce  qui 
donne  —  5  -i-  \  —  3  pour  quotient  el  6-î-  Sy'  —  3=  \  — "3(5  —  a\  —3) 
pour  reste. 

En  supprimant  dans  ce  reste  le  facteur  monùmo  \  —  3,  qui  n'est  pas 
commun  à  37  et  à  —  179  -1-42  \  —3  et  en  divisant  le  diviseiu-  précé- 
dent par  ce  reste  après  la  snppiessiou  du  facteur  ^  — 3,  on  trouve 
poiM- quotient  exact,  c'est-à-dire  sans  reste:  5-r-2\  — 3,  p,u-  consé- 
quent —  1794-  42\  —  3  [37  =  5  ~  ay  —  3  ;  donc  : 

37.=:  (5+  2v^3)(5-2s"=^\  =  (-5h  2s~^)(-5-2s'^^3). 

et 

—  179  -I-  42 \  —  3  =  (5  —  2y  —  3)(  -  3i  —  ^\!  —  â) 

=  (_5.4-2y33)(-3i+4s'^^)- 

Pour  f lire  dispar.iilre  rindélermiiiation  dessigues,  on  n'a  qu'a  com- 
parer les  cubes  de  5  —  a^  —  3  et  de  —  5  -f-  2\  —  J,  5  -!-  a  \  —  3, 
—  5  —  2\  —  3  avec  les  valeurs  de  ;'  el  de  p'',  savoir  : 

f  =  55  +  i26y  —  3     et     p'^  =  55  —  126  y  —  3. 

Celle  vérification  donne 

p   =:  —  5-f-2y  —  3,      p'  =  —  5  —  2y— 3, 
p,  =  3i— 4\— 3,        p',  =  3i  -H4y'  — 3. 
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1°  Détermination  de  :',  par  Vopéiation  indiquée  par  zi\    z,z\  [']. 

Première  opération. 

p,  o'i    _  1009  179     4-   — ~' 

??,         —  179+42^/^^  37         3- 

ou  approxiiiiativeinent  en  nombres  entiers  —  5  —  y — 5.  Ce  quotient 
ap|iroxii))alif  conduit  au  reste 

—  i2-i-3i\— i  =  V  —  3(3j  +4s  — ■^)- 

Deuxième   opération . 

—  179  +  42V   —  3  

3 1  -H  4  V  —  3 


.-.  1009I  —  179  +  4ÎV  —  3  =  3i  -T-4v  —  3. 

Après  une  vérification  semblable  à  celle  du  cas  précédent,  on  trouve 
donc  p'j  =  3i  4-  4\  —  3,  et  par  suite,  puisque  p  est  la  conjuguée  de  :', , 


m  -T-  n\J  —  ^  (/«  +/?\/  —  3   ( 


p  -.-  q  V  —  3  (/^  H-  '/  V'  —  3^    p  —  qsl  —  V 

[  mp  -t-  3  qn  I  -1-  '  np  —  mq  ]\J  —  3         mp  -H  3  nq         np  —  mq     . 

p-  -i-  3  7^  l>-  -{-  3  q''  p'  -T-  3  q-  ' 

montre  que  le  quotient  de  la  division  d'une  quantité  complexe  par  une  autre  quantité 
complexe  est  en  général  une  <)uantité  de  morne  espèce;  en  désignant  la  partie  réelle 
de  ce  quotient  par  a  et  le  facteur  réel  de  la   partie  imaginaire  par  p,   de   sorte  que 

TO  -I-  «  V^  —  3  .    „    ^ 

—         ■  ==  a  -f-  p  y  ^  3,  on  a 


p-h  q^/—S 

mp  -'-  3riq 


c'est  au  moyen  de  ces  formules  qu'on  a  calculé,  dans  ces  exemples,   les  termes  des 
tjnotienls  de  pareilles  divisions. 
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3"  Détermination  de  :,  par  Vequation  iiidic^iiée  par  p,  =',  |  p-  o, . 

Première  opération. 

f'?.  ~  i63  — 67'2\/^  ~  >369        1369^  ' 

ou  approximativement,    en  nombres  entiers,  \/—  3;  ce  quotient  ap- 
proximatif donne  le  reste  —  1007  —  i63v—  3. 

Deuxième  opération. 

163—672  y/ — 3      iH3      ^      697      , ô 

—  1007-163  v^^^  ^'  ■"«4  "^  ^^ '^  ~"     ' 

OU  approximativement,  en  nombres  entiers,  \/—  3,  ce  qui  conduit  au 
nouveau  reste  —  SaG  +  335  v^—  3. 

Troisième  opération. 

—  1007  —  l63  \/ —  3  i63         397    I ^ 

-326+ 335 ^/"^^J  ■"  439   '    439  ^  ~     ' 

ou  approximativement,  en  nombres  entiers,  i  +  \1  —  3,  ce  qui  donne 
le  reste  324  —  172  \]  —  3  =  —  4  V —  3  (43  ^-  27  \j—  3). 

Quatrième  opération. 

—  326 -t- 335  1  — 3  i3         23    , r, 

—        -1-  -7-  V  —  3  , 


43  4- 27  V'— 3  4  4 

ou  a|)proxiinativement,  en  nombres  entiers,  3  +  6  \/—  3  ,  ce  qui  doime 
le  reste  3i  —  4  V —  3. 

Cinquième  opération. 
3,_4^_3 
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|iar  conséquent, 

1009I  i63  —  672 \/—  3  =  3i  —  4 v'—  3; 
partant, 

1009  =(     3i— 4v-^3)(     3n-4v/'^^) 

=:  (-  3i  +  4v:^)(-  3i  -  4V^^r), 
ft 

i63-G72v'^^=      (     3i-4v'"^^)(      i3- 'ios/^=lî) 

=     (-3i -f-4v^^)(- i3  ^  2os/^^) 

=      (     3i-4v'^^)(-    5+    2v/'=~3)' 

^_(_3,^4^/-ir^)(+.  5-  2V^=^^)^ 

Une  vérification  analogue  à  celle  du  n°  1  prouve  donc  que 

?'-3i  -4V-4, 
d'où  la  valeur  conjuguée 

p;  =  3i-f-4v/"=^^ 

de  ;,  ;  parlant, 

--  =  —  5  +  2  v'  —  3,     p'  ~  —  5  —  2  V  —  3 
et 

?  +  ?'=  —   10,  p,  +  p',  =  62, 

P  —  p'  =  4  \l  -  3,     p,  —  p',  =  -  8  V  —  3, 

d'où,  eu  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  des  racines  a,  h,  c, 

<7  =  2,      A  11^  9,      (■  —  5. 
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II. 


4>  , 
i4o 

14       140     ' 

A  =  ^,        B: 
140 

14'   '   i4o' 

1 9600 

P,p'^  =  B=-  3AC=^ 

+  o'p,  =  AD- 

•'                            igfaoo 

1  C)()00 


',  —  ^'fy   __   74  NN'—  P'  __  c  _  380292 
v/— 3  ~  V     3    ~      ~   19600  ' 


--'  —  P--Sv/— 3  _  —  286465 -H 90 146  s/— 3 
'  '  '       2  1 9600 

_  P  —  S  ^/'^^T  _  -  286465  —  1Q0146  y/^^ 
'  '        2  1 9600 

3P  — 2AN  +  3Sv/^^  __  —  i33c)8oo.i  +  79861320  v''^^3 
2  2744000 

3P  — 2AN  — 3Sv/— ~3  _  —13398021  —  79861320  <f^^i 
1  2744000 

—  82672615  -I-  2447 '7902  y/ —  3    ,3  — 82672615  —  2447 '7902  \/- 


'  '  2744000  '  '  2744000 

De  ce  que  S  est  réel,  raliomiel  et  fractionnaire,  on  conclut  que  les 
racines  rt,  i,  c  sont  de  même  l'éelles,  j'afionnelles  et  fractionnaires. 
Donc  le  cas  irréductible  se  présente  encore  ici. 

p,,  p',  p,,  p'j  sont  ici  des  quantités  complexes  et  fractionnaires.  D'a- 
jjrès  la  composition  de  p,  p',  p,,  p',  en  fonction  de  rt,  b,  c  et  lé  fait  que 
p  et  p',  de  même  que  p,  e(  p', ,  sont  conjugués,  il  est  évident  que  p  et  0 
ont  des  dénominateurs  égaux,  de  même  p,  et  p\,  et  que,  par  suite,  le 
dénominateur  de  N  =  pp'  est  égal  au  carré  du  dénominateur  commun 
de  p  et  p',  le  dénominateur  de  N'  =  o,  p',  égal  au  carré  du  dénominateur 
commun  de  p,  et  p', ,  celui  de  p'J^  et  p'p,  égal  au  produit  de  ceux  de  p 
et  p,,  celui  de  p^  et  p"  au  cube  du  dénominateur  commun  de  p  et  p', 
celui  de  p^  et  p'^  au  cube  des  dénominateurs  communs  de  p,  et  p, , 
celui  de  f^^  et  p''^p'|  au  produit  du  carré  du  dénominateur  commun  de 
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z  et  :'  par  le  ilénoiiiinateur  commun  de  p,  el  z\,  et  enfin  celui  de  c;;  et 
?'  '/'i  *^o^'  ^"  produit  du  dénominateur  commun  de  p  et  p'  par  le  carré 
du  dénominateur  commun  de  p,,  :', .  Réciproquement,  les  flénomi- 
nateurs  communs  de  p  et  p'  et  de  p,  et  p',  seront  donc  resp.eclive- 
inent  é^aux  aux  racines  carrées  des  dénominateurs  de  N  et  de  N',  ou 
aux  racines  cubiques  des  dénominateurs  communs  de 


n  dt 


3P  — 2AN -^3S.  —  3  „         3P— 2AN  —  3Sv  — 3 

î et     P     == ' 

o  r  o 


-3CP-+-?.BN'-f-3CSv/— 3  ,„         —  3CP  ^  aBN'— 3CS  \A^ 

! et    î  •;  =  — 


Ces  dénominateurs  étant  ainsi  déterminés,  on  peut  en  faire  ah-^traction 
dans  la  recherche  du  facteur  commun,  ce  qui  réduit  la  détermi- 
nation de  p,  p',  p,,  z\,  dans  le  cas  où  les  racines  a,  b,  c  sont  réelles,  ra- 
tionnelles et  fractionnaires,  à  celui  où  elles  sont  réelles,  ration- 
nelles et  entières.  Dans  le  cas  actuel,  le  dénominateur  commun  de  p 
et  p'  est  égal  à  \  ig6oo  :=  i/|0,  et  celui  de  p,  el  p',  de  même  égal  à 
V  19600  =  i4o. 

Détermination  du  numérateur  de  p  par  In  recherche  du  facteur  com- 
plexe commun  aux  numérateurs  des  valeurs  de  zo'  et  fz\ ,  savoir 
par  l'exécution  de  l'opération  indiquée  par 


33348 r  I  286465 +  1 901 46  X-  3. 

Première  opération. 

—  286465 -+-  iqoi  46  V'' — 3  286465  190146    , ô 

333481  ~  ~  333481   "^  333481  '^~      ' 

f)u  approximativement,  en  nombres  entiers,  — i  -1- \  —  3,  ce  qui  doiuie 
le  reste  47076 — i4o335\  — 3=  — y  —  3  (i4o335 -f- 1  5692  \  — 3), 
où  l'on  peut  supprimer  le  facteur  —  y  —  3- 

Deuxième  opération . 

333481  143335         15672 

143335 +  1  5672  \/^^  ~    63817 
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OU  approximativement  en  nombres  entiers  2,  ce  qui  donne  le  reste 
46811  -3i344\/^^- 

Troisième  opération, 

1^6335  +  15672  y/ — 3 15701        iSG^a    ,• 5- 

46811  — 3 1344 v/~3   ~  15409       i54 09 '^ ~     ' 

ou  approximativement,  en  nombres  entiers,  i  +  y  —  -^j  '^^  ^I^"  donne 
le   reste   2492  4-  2o5  y' —  3. 

Quatrième  opéralion . 

4681  I — 3i344v'~3  292         263    , ô 

2492  +  2o5v/— 3  19  '9 

ou  approximativement,   en  nombres   entiers,    i5 —  i4V — 3,  ce  qui 
donne  le  reste   821  +  469  y-— 3- 


Cinquième  opération. 
2492  +  2o5  \j  —  3 7  3 

«2i  +  4b9y/3T  "~  4  ""  4 


V—  3, 


ou  approximativement,  en  nombres  entiers,  2  —  y^—  3,  ce  qui  donne 
le  reste  567  +  557  y/ —  3  =  557  (i  -t-  y' —  3),  où  l'on  pent  supprimer 
le  facteur  557. 

Sixième  opération. 
82. +469SÂ^3  ^  _  gy   /3^ 

par  conséquent 


333481  i  —  286465  -+-  190146  =  557  —  88\/-  3. 

En  élevant  557  —  88  \/—  3  et    —  557  +  88\/—  3   au  cube  et   en 

comparant  ces  cubes  au  numérateur  de  la  valeur  de  p%  c'est-à-dire  à 

,    .    ,      ,        — i33q88o2i  4- 70861320 1/ — 3  ,    . 

celui  de  5'  = ^^ y-r-^ '  on  conclut  que 

'  2744000 

_  — 557jj-_88v/^ 
?  ~  140 

Jourii.  de  Math.  [Z'  série),  tome  V,  —  Sepieiibre  1879.  ^O 
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partant,  p'  la  valeur  conjuguée  de  p, 

,_  -557  —  88v/^=l 


,      ,.    .  .         ,        ,         — 286465 -f- 1Q0146  v'— 3 

et  1;î  division  de  :o,  = 7^^ 

'  '  '  I qbo 


40 

par 


_  -  557  +  88  s/-  3 


.40 


,.          .     ,         ,           ,      ,        620  —  2421/— 3  .      ^    1         1  •         ' 

lournil  la  valeur  de  p,  =  — J— 5  partant,  la  valeur  conjuguée 

de  p'j ,  savoir 
par  suite 


629  -+-  242  v^ —  3 


140 


70  '  oS  ' 


et 


;       639  ,      242   , 5      121   , ô 

'     '  '    go    '  '    '  '    70  '       35 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  des  racines  n,  h,  c.  ou 
trouve 

II        ,  i3  3 

~"         4  '         ""    7  '         ~  5  ■ 

Reinnnjiie.  —  Le  cas  où  p  et  p',  de  même  que  p,  et  p, ,  auraient  res- 
pectivemonî  les  facteurs  <i?  el  d'  communs  (cpii  ne  sauraient  être  com- 
plexes, puisque  p  etp',  de  mèineque  p,  et  p',  sont  des  quantités  complexes 
conjuguées),  peut  être  traité  d'une  manière  analogue  à  celui  où  ils  ont 
(les  diviseurs  communs  réels,  c'est-à-dire  en  supprimant  d'abord  dans 

pp  =  IN  ,  p,  p,  —  JN  ,  pp,  =  • ?  '/ 0^  = -,  respeclivement 

(1^ ,  d'^,  dd\  . . .,  et  en  appliquant  ensuite  la  méthode  exposée  ci-dessus 
à  la  recherche  de  -,,  ^  e!  ^,  ^)  que  l'on  multiplierait  ensuite  par  d  et 

il     cl        a      a       •  •  ' 

li'  respectivement  pour  avoir  les  valeurs  de  p,  p',  p,,  p'j . 
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III. 


^T  16062  II 2434       ^, '5246        p 5o652 932/266 

211^5   i4y225     149225     148225     14H225 

,  _  25326  4- 466  v'266  v'^^3    ,   _  25326  —  466  y/^  y/^TI 
'  '  '  148225         '  '  ''  148225 

.,  _  —  34498548  4-  538230  s/i66  v'^^^ 


57066625 
34498548  —  53823o  \/i66  v/^^ 


f^  57066625 

., 17 1856 -1- 20970  v/266  v^ — 3         ,3  171856  —  209'70  v/266  v' — i 

'  '  57066625  '   '  57066625 

De  ce  que  S  est  réel,  mais  irrationnel  et  fractionnaire,  on  conclut 
que  les  racines  a,  b,  c  sont  réelles,  mais  ou  toutes  les  trois  irralioii- 
iielles  ou  l'une  d'elles  rationnelle  et  fractionnaire  et  les  deux  aulres 
irrationnelles.  Comme  ce  dernier  cas  n'entre  pas  dans  le  cas  irréduc- 
tible, il  convient  d'examiner  si  le  premier  cas  a  lieu  ici.  La  composi- 
tion   de  N  =  :;',  N'=  '^^^,  pp',  =  -_ >  en  fonction   de  a,  A,  c, 

montre  que  dans  ce  cas  N  et  N'  sont  susceptibles  d'être  ramenés  à  la 

,.  a'-)-3"/.8-         a -t- s  y/),  v' —  3         a— Si,'xJ— 3,.    -,       ^i  , 

forme  ^ =  —^ — [ !— •— * /  tlant  le  nombre  nosi- 

v'  7  ''  . 

tif  qui  se  trouve  sous  le  radical  du  facteisr  irrationnel  de  S  et   a,  '^'j 

et  Y  des  nombres  entiers),  et,  eu  effet,  on  tiouve  aisément  que  clans  le 

cas  actuel 

,     1 26  H-  3 .  266 .11  1 26  4-  1 1  v'2b6  \]—  3  ^  ^  1 26  —  1 1  v/266  v'— "3 

'  '  'i^ZT  '  385       '     •   385 

355 

_  ,  26  _  , ,  y/;66  v— ^    ^  —  1 26  -4-  1 1  \/266  v^—  3 


—  3y5  '"  385 

,         8-  +  3 .  266 . 3'  _  8  -h  3  y  266  •  y— "3        8  —  3  y^266 .  y  — ^ 

'^'=?'Pi—  "^^  "  385  ^  385 

385 

—  8  —  3  \l^m  sl^^      —8  +  3  \]'^m  ■  s/— ^_ 


385  "^  385 


ho. 


3i6 
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Comme  les  cubes  de 


1 5.6  —  II  \/i66 .  v' —  3    I a6  -f- 1 1  \'26(>  •  \/ —  3 


385 


385 


S  —  3\/i66.\f^^    — 8  +  3  V266.V''— 3 


sont  respectivement  égaii'i 


^*^  385"  '  385 

aux  valeurs  ci-dessus  de  p%  p'\  p',  p'J,  on  a  évideuiment 

1 26  —  1 1  v'266 .  v' —  3         ,  1 96  -f- 1 1  \,l'>66 .  v/—  3 

?  ~  385  '      ^    ~  '       385  ' 

—  8— 3  v'H66.v/^^3        ,         _8-^3\i66.v'=3 


385 


385 


et,  par  consécpient, 


,  _  4-<j3  _  94 
'  385         55 


iG 
385' 


2 . 1 1 V  266  V  —  3 
385  ' 

6  v^^  ■  v/^3 
385 


En  substituant  ces  valeurs  de  p  -4-  p',  p  —  p',  p,  -+-  p'i,  p,  —  p'i  dans  les 
expressions  des  racines  d,  b,  c,  on  obtient  pour  valeurs  de  celles-ci 


a^-^,     h 


3  y  7  +  y  38 
IV. 


3 \7  —  V38 

5v'7 


.r'  -  (8  -+-  \  5)x--i-  (19  +  0^5)  a;  —  7  (a  +  v5)  ~  », 
A=-.  _(8^\5),     B=  19  4- 6s  5,     Cr=  — 7(2  +  v5)> 
iS  =--  pp'=  2  (6  -  N  5),     N'=  ?,  p'i  =  2  (5o  ■+  9v'5), 
P  =  z-:^  +  Jj,  ^  -  4(i4  +  v^), 

/4NN'— P=         ,     -  /    T  \ 

S  =  y/^*^ — 3 —  =  4v2(\;)-2), 
,,;  ^  ^  +  '^^'~^  =  _  28  -  2 s  5  -  2 V2  (s  5  -  2)  s ^=1. 


s,  étant  réel,  mais  irrationnel,  montre  que  les  racines  de  cei  te  équalion 
sont  toutes  les  trois  réelles  et  irrationnelles.  On  pourrait  les  détermi- 
ner approximativement  par  la  formule  de  Cardan  \vo\r  la  note  (2°), 
p.  293]  en  développant  les  deux  raciiies  cubiques  en  séries  conver- 
gentes, car  dans  la  somme  de  ces  deux  séries  les  termes  imaginaires 
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s'entre-détriiisent;  mais  on  obtient  ces  racines  beaucoup  plus  proini)- 
tement  et  sous  forme  finie,  mais  implicite,  c'est-à-dire  sous  une  forme 
où  ii  reste  à  exécuter  l'opération  qui  rend  ces  racines  irrationnelles, 
qui  y  est  seulement  indiquée,  d'après  la  méthode  précédente,  en  ob- 
servant qu'on  peut  réduire  la  quantité  N  =  pp'  à  la  forme 

a-  +  3/5-  =  (a  +  /3  y'^^)  («  -  |3  s/"^^). 
En  effet, 

N  =:  12  -  2  VB  =  (i  -  v'5)'  4-  6  =  (i  -  V5)'  4-  3  (v'â)' 
=  ( I  -  v''5  -h  v'â  V^^)  (i  -  V  5  -  v'a ^^3) 
=  [-  (i  -  v/5)  -  v'2  v'^^J  [-  (i  -  v/5)  +  s/2  V^^IJ; 

par  la  vérification  connue  on  fait  disparaître  l'indétermination  des 
signes,  et  l'on  trouve 

?  =  -  (  1  -  v'5)  -  \/2  s'^^,     p'  =  -  (i  _  v''5)  +  v/2  s/^^, 

et,  par  la  division  de  z^\  =  —  aS  ~  2  y/5  -H  2  y/i  (y'5  —  2)  y'—  3  par 
5  =  —  (i  —  y^)  —  y/2  y—  3, 

Pi  =  l  —  3  y/s  -1-  s/2  (2  +  y' 5)  \J—  3,  p'i  =  I  —  3y/5  —  y/â  (2  +  v/5)  y'—  3; 
par  conséquent, 

p  +  p'  =  —  2(1  — y'5),     p  —  p'  =  —  2^2  y' —  3, 

p,  +  p'i  =r  2(1  —  3y'5),      p,  —  p'i  =  2y/2(2  -i-  \J5)\I —  3, 

p  g  +  p'  5'  —  I  +  3  y'2  —  v'5 , 

p  g  -  p'  $'  =  -  (i  -  y/5  -  v/2)  s/^^ , 

p,  6  H-  p'j  5'  =  —  I  +  3  y/5  —  6  \/2  —  3  y/2  \/5 , 

D,0   —  p'(5'  =  (i  —  3y/5  —  2y/2  —  y'2  y'5)  \/—  3, 

p  !;'  -h  p'  ô  =   I  —  3^/2  —  y/5, 

p  6'  —  p'  Ô  =  (i  —  y'5  H-  y/2)  y/—  3 , 

p,  S'  --1-  p',  5  =  —  I  +  3  y/5  +  6  y/2  +  3  y'2  y  5, 

p,  5'  —  p'j  5  =  —  ( I  —  3  y/5  +  2  v'2  4-  y'2  y'5)  y'—  3  : 
partant 

a  =  2  -r  y  5,      Z>  :=  3  H-  y/2,      c  ==  3  —  v'2. 
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CONDITIONS    DE    RÉSISTANCE    d'uN    TUBE    ELLIPTIQUE.  3iq 


Note  sur  les  conditions  de  résistance  dun  tiihc  elliptique, 
dont  r épaisseur  est  faihle,  soumis  à  Vaction  d' une  pression 
uniforme  intérieure  ; 


Par  m.  h.  RESAL. 


Le  profil  de  la  section  droite  du  tube  est  déterminé  par  deux  courbes 
parallèles  à  une  ellipse  dont  elles  sont  équidistantes.  L'équidistance 
ou  la  demi-épaisseur  est  censée  assez  faible  pour  que  l'on  puisse  sup- 
poser que  la  pression  est  répartie  sur  la  surface  du  cylindre  elliptique 
moyen. 

Nous  ne  considérerons  d'ailleurs  que  des  éléments  de  la  pièce  suf- 
fisamment éloignés  de  ses  extrémités  pour  que  le  mode  d'agencement 
des  fonds  n'ait  aucune  influence  appréciable  sur  leurs  déplacements 
transversaux,  ce  qui  revient  théoriquement  à  considérer  ces  éléments 
comme  appartenant  à  une  chaudière  dont  la  longueur  serait  infinie. 

Concevons  que  l'on  détache  de  la  pièce  un  tronçon  d'une  longueur 
égale  à  l'unité  et  limité  par  (.\e\.\\  sections  droites;  la  considération  de 
ce  tronçon  se  ramène  évidemment  à  celle  de  l'une  de  ces  sections,  en 
supposant  que  la  pression  normale  soit  uniformément  répartie  sur 
l'ellipse  moyenne. 
Soient  [fi^.  i) 

O  le  centre  de  l'ellipse; 

ABA'  l'une  des  demi-ellipses,  A  et  A'  étant  les  sommets  du  grand  axe 
et  B  celui  du  demi-petit  axe  ; 
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OA.r,  OB^'  les  parties  positives  des  axes  ries  x  et  des  j  ; 
o.a.'ib^c  le  grand   axe,  le  petit  axe  et   l'excentricité  relative   de   la 
conrbe; 

y 


X  ^  01,  7  =  Im  les  coordonnées  dnn  point  m  dn  quart  d'ellipse  AR 
considéré  en  particulier  ; 

ô  et  o  les  angles  formés  avec  Oy  par  la  normale  en  m  et  par  le 
rayon  On  mené  à  l'intersection  du  cercle  circonscrit  avec  la  direc- 
tion de  \m; 

s  l'arc  B;?i  de  l'ellipse; 

p  la  pression  par  unité  de  longueur  d'arc; 

2e  l'épaisseur. 

h 


En  se  rappelant  que  l'on  a  m\  =  -?z]  =  ii\\  \  —  c",  la  figure  doiuK 
i  X  =z  a  s\no, 

On  déduit  de  là 


,  j  =  a\  I  —  c  cosœ. 


^■^-+-  X-  =  a-{i  —  c'-  H-  c'^sin^ç), 
clx  =  a  cosb  (Yç, 


(^) 


ds   =  (7  y' I  —  f-  hin 'fci(p, 

d.r  cosif 


ces  5 


sinÇ 


^'i  —  c-  sin^ 
v'i  —  c'  un' 


^'i  —  /?=  sin^ç 
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Les  tractions  égales  exercées  en  A  et  en  A',  par  l'antre  demi-moitié 
(le  l'ellipse,  ont  ponr  valenr  pa,  puisqu'elles  doivent  faire  équilibre  à 
la  résultante  -ipa  des  pressions  élémentaires  qui  agissent  sur  A'BA.  La 
pression  totale  sur  A/«  a  pour  composantes 

p.M^  p{a  —  x),     p.ml  =  pj, 

respectivement  parallèles  à  O  7- et  aOx;  la  direction  de  la  première 
passe  par  le  milieu  J  de  AI,  et  celle  de  la  seconde  par  le  milieu  Is. 
de  1/7?. 

Résultante  des  jnrces  élastiques  normales  à  une  section.  —  Si  nous 
projetons  sur  la  tangente  m  P  en /»  les  forces  qui  sollicitent  l'arc  A///,  ou 
trouve,  pour  celte  résultante, 

P  =  pa^mO  —  p  [a  —  x)  sinî  -+-  pj-cosO  —  p[jc  sïnO  -h  y  cosO  j, 

ou,  en  remplaçant  x,  y,  sinO,  cosO  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  çs 
que  donnent  les  formules  [a)  et  [h], 


V  =  pa 


^v. 


Moment  fléchissant.  —  Le  moment  du  couple  élastique  développé 
dans  la  section  A  est  une  constante  dont  la  valeur  ne  peut  résulter 
que  delà  solution  du  problème.  En  prenant  les  moments  par  rapport 
à  m  des  forces /m,  p{a  —  .r),  pj,  la  première  étant  la  seule  qui  tende 
à  augmenter  la  courbure,  et  ajoutant  à  la  somme  obtenue  une  con- 
stante pour  représenter  le  moment  du  couple  élastique  en  A,  on  a, 
pour  le  moment  fléchissant, 

Dr^==p\a{a—  x)  — •^—      ~''^    +  const.    =  —  ^  (j^  + .r=  +  const.), 

ou,  en  ayant  égard  à  la  première  des  formules  (^)  et  désignant  par  C 
une  constante  arbitraire, 
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Équation  de  condition.  —  En  se  reportant  à  la  formule  (t)du  n°  44, 
on  voit  que,  pour  exprimer  que  l'angle  jOx  reste  droit  après  la  dé- 
formation, il  faut  poser 


.f 


DM  —  d(û  =  o, 


ou,  en  vertu  de  la  quatrième  des  formules  (/;)  et  eu  égard  à  la  valeur 
ci-dessus  de  Oli, 


de 


J\Ji  —  siiry  dff  —   /     sin-ç)  \/ 1  —  c-  sm^'f  do  ^=  o, 
0  '  .'o  ' 


I   \in^o\/ 


1  —  c-  sin^ç  df 


Jsji  —  c'  siir  y  df 
0 

chacun  des  élémenls  de  l'intégrale  du  numérateur  étant  plus  petit 
que  l'élément  correspondant  de  l'intégrale  du  dénominateur,  la  valeur 
de  la  première  intégrale  est  inférieure  à.  celle  de  l'autre,  d'où  il  suit 
ijue  C  est  plus  petit  que  l'unité.  Dans  les  cas  extrêmes  où  f  =  o  et  f  =  i , 
les  intégrations  peuvent  s'effectuer,  et  l'on  trouve  C  =  -|^,  C  =  |,  d'où 
l'on  peut  déjà  conclure  que,  pour  une  valeur  quelconques,  C  sera 
com|)ris  entre  |^  et  ^. 

En  développant  suivant  la  formule  du  binùme,  on  a 


(f)  f  I  -  c'  sui»2  =  1  -  2^^^_^_  ^^74-; 

d'ailleurs 


2m  —  3)    ,,„   .    , 
—  c     sin- 


f2  I   3  5 

/     sin^"'a  d(p  =  "  " 


2  /«  I      TC 


Maintenant  rions  avons,  en  nous  reportant  au  développement  {c), 

Y"  l.3...f2/«  — 


sni-ffl  il  —  c-  sni" 


ç,2m  ,;„2m-(-2 , 


^.Jm=l  2-4-  •  •  2' 
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lais,  en  remplaçant  2m  par  2m  +  2,  la  formule  (d]  nous  dôme 


r 

t/O 


j  I .3.5. . .( 21 

■  do  = 


2.4.  .  •  ("im  -+-  2) 
On  a  donc,  par  suite, 


(d 


I     sin-  o  v'i  —  c*  sin-'^  dz 

o 

=    Z<i_y"  2^+1  ri.3...(2m-l)  -j2) 

2/2        ^„,^,    am  —  il,2/n -h  il  L     2.4.6.  .  .2m  J    j' 

La  formule  (^3)  devient  alors 

i  _  y'       =^^+'      r  'A-  ■  ■  (^,-^)  e^i  ' 

,f\  ç a         Zi,n=i  (2w  —  I     2TO -t- i)  I      2.4-6...?.m  J 

^^      ~     i-r  -j-p-^v;;--!^.-?     ■ 

^Jm  =  l'^'" —  'L      2.4.D...2/«  J 

Lorsque  l'excentricité  est  un  peu  grande,  cette  formule  exige  des 
calculs  assez  pénibles,  en  raison  du  nombre  des  fermes  que  l'on  est 
obligé  de  prendre  dans  chacune  des  deux  séries  pour  obtenir  une  ap- 
proximation suffisante. 

Ce  qu'il  y  aurait  de  mieux  à  faire  serait  de  calcider  au  moyen  d'une 
formule  de  quadrature,  par  approximation,  les  valeurs  approchées  des 
intégrales  {c)et{d)  correspondant  à  des  valeurs  de  c-  suffisamment 
rapprochées  les  unes  des  autres,  et  de  former  une  Table  donnant  les 
valeurs  correspondantes  de  C  fournies  par  la  formule  (3).  Nous  nous 
sommes  borné,  en  opérant  ainsi,  à  calculer  les  élémenis  sidvants  [*j  : 

A        3 
0=0,464     pour     c- =^  ~     ou  pour     - 

C  =  o,4i9 

C=o,368 


[*]  Nous  avons  employé  la  formule  de  Poncelet,  parce  qu'elle  offre  sur  les  autres  le 
double  avantage  d'exiger  le  calcul  d'un   nombre   moindre  d'ordonnées  et  de  donner 

41.. 


2        3 
r"  =  — 

4 
2  _i^ 
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Au  nîoyen  de  ces  valeurs,  nous  avons  été  conduit  à  poser  par  ap- 
proximation 

(^)  t  =  0,333  I- o,  167  v/i  —  c^ 

L'erreur  relative  commise  en  appliquant  cette  formule  est  nulle  pour 
c  =  o,c  =  1  ;  elle  est  de  -^  pour  ^  =  y,  et  de  ^  pour  -  =  y  approxi- 
mation qui  est  bien  suffisante  dans  les  applications. 

Comme  C  est  essentiellement  positif  et  inférieur  à  l'unité  quel  que 
soit  c,  nous  pourrons  poser 

(e)  C  =  sin-a, 

v  ne  pouvant  varier  avec  c  qu'entre  les  limites  /i6''3o'  et  34° 3o',  cor- 
respondant à  6'  =  o  et  c  =  I.  La  formule  (2)  prend  alors  la  forme 

(6)  OTL  = (sura  —  sni-o). 

On  voit  ainsi  que,  par  suite  de  la  déformation,  la  courbure  de  la  fibre 
moyenne  a  diminué  de  A.  au  point  m,  correspondant  à  9  =  a,  point 
j)our  lequel  il  n'y  a  pas  de  variation  de  courbure  ;  entre  ce  point  et  B, 
la  courbiu-e  a  augmenté.  En  d'autres  termes,  l'ovalisation  a  diminué, 
ce  qui  est  conforme  à  l'observation  et  même  au  sentiment. 

Conditions  de  résistance.  —  En  vertu  de  la  formule  (i),  la  dilatation 
de  la  fibre  moyenne  est  donnée  par 

(7)  §0^4  =  -^ -i^^^- 


une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise.  Nous  avons  pris  A=: pour  l'équidis- 

tance.  La  limite  supérieure  de  l'erreur  relative  n'a  atteint  qu'une  seule  fois  ^^j  dans 
l'évaluation  de  l'intégrale  (c)  et  jj^^  dans  celle  de  l'intégrale  [d],  Is'ous  avons  ainsi 
obtenu  une  approximation  bien  suffisante. 
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Si  poi  P  sont  les  rayons  de  courbure  de  la  fibre  moyenne  avant  et 
après  la  déformation,  on  a,  en  remarquant  que  1  =  |  e', 

5  Ee''  (  - =  '— —  ,siii-a  —  sin-y), 

d'où,  pour  la  dilatation  maximum  développée  dans  une  section, 

i  o)  =F  e =7  ' — -  (siira  —  siir^   , 

le  signe  supérieur  et  le  signe  inférieur  se  rapportant  respectivement  <iux 
arcs  Ao^^,  w,  B. 

En  multipliant  par  E  la  somme  des  deux  expressions  (■y)  et  (8),  on 
obtient,  pour  reffort  élastique  maxiamin  développé  dans  la  section, 

(9)  S='-    -;===  +  ^^(sin-a-sin-9,    . 

La  dérivée  de  cette  expression  par  rapport  à  ç  s'annule  pour 

?  =  90"      et      -jy  =  o, 
et  les  valeurs  maxima  correspondantes  de  S  sont  respectivement 

S  =  ^—     I  H cos-a  ]t 

le\  le  l 


S"  =  ^—    \J  \  —  c-  -\ sin^  a    • 

ie\  le  J 

Si  l'on  exprime  que  la  première  est  inférieure  à  la  seconde,  on  trouve 
3  a 


(sin-!Z  —  cos^a    >■  — 


^ 


inégalité  qui  sera  toujours  satisfaite,  attendu  que  sin'  c  >  cos^  v.  et  que 
le  rapport  —  est  très-grand;  d'où  il  suit  que  le  point  B  est  le  point 
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dangereux,  et  que  l'on  a,  pour  déterminer  e,  l'équation  S"  =  F,  d'où 

.     ,  pt\l ^  —  C  +  \J p-a'ix  —  c')  -t-  tzpa^cT  sin'a. 

(9)  e  = j^ 

Cette  valeur  sera  supérieure  à  celle  de 

pa\l  \  —  c^  +  \  pa^  (  I  —  c'  )  -f-  ^pn'  V c'' 

r ' 

que  l'on  obtient  en  remplaçant  siu^a  par  sa  limite  inférieure^.  Il  est 
facile  de  reconnaître  que  le  minimum  de  celte  expression  par  rapport 
à  c  correspond  à  c  =  o. 

Ainsi  donc,  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de  l'économie,  la  forme 
circulaire  doit  être  préférée  pour  une  cliaudiére  à  la  forme  elliptique, 
parce  que  :  i°  pour  une  même  capacité,  le  périmètre  de  la  section  est 
plus  petit;  2"  l'épaisseur  est  plus  faible  ;  3°  le  travail  de  chaudronnerie 
est  plus  facile. 

Quoique  la  recherche  des  variations  éprouvées  par  les  coordonnées 
ne  présente  qu'un  médiocre  intérêt,  nous  nous  y  arrêterons  cependant 
quelques  instants.  Nous  remarquerons  d'abord  que  l'on  a 

ày  —  ^^JHx  f  D]t(Is, 

formules  indépendantes  du  choix  de  la  variable  au  moyen  de  la- 
quelle on  est  conduit,  suivant  les  circonstances,  à  exprimer  .r,  r,  z 
et  oro. 

Revenant  à  noire  forme  elliptique,  nous  avons 

f  DM  ds  =  ^-^^^U'm- a  I  \^' i  —  c'- sin- cp  df  —  j  sin^y  y'i  —  c- sin-çf/çV 
et,  comme  A^  et  Ar  sont  respectivement  nuls  pour  (p  =  o,  9  =  -,  il 
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vient 

pa'c''  ( f  .  „     r?         .    /"? 

^3C  — —~  \J i  —  c- {s\n- a  j    sm-sfio  I    \/ i  ~  c- sin- -s,  d's, 

—  I    sinip  rfy  1    sin-  o \/ 1  —  c-  sin- g  do  j , 
-i>'  =  —^ I  sin-  a  /     coss  f/s  /     \  i  —  c^  sin-  ;;  r?:p 

^  2 

—   /     cos  p  r/s  /     sin-  ç3  y/ 1  —  c-  sitr  '^  ch  \  ; 

mais,  en  iiilégrant  par  parties,  on  trouve 
/     sinodo  I     \/ 1  —  e^  sm^ 'f  do 
=  —  cosç/  I     V  '  —  6'sin"Ç"T'a>  -(-  /    y' i  —  C'sin-ç  o^sinç;, 

Jsin 9  r/p  /    sin- ç; y' •  —  C' sin" '^  r/ç5 
=  —  COS9  /    sir,^  ç  \J  i  —  c^  sin-  ç  r/ç;  -i-   /     sin-  o  y  i  —  c'^  sm^  -j  d  sin  s  , 

i/o  Vo 

Xcos'j  r/'f  /    y  r  —  c^  sin-o  r/p 

! 

^  sinç;  /     y  i  —  c'^sin^p<Yp  —  /     y  i  —  c^sin^yr/ç 

/'■''       ^ T, —      , 

4-  /    y/i  —  c' 4- c-cos-ç  rfcos'j, 
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=  si"?  /    sin-Gv'i  -  c-sm'-âck  —  1     siir  ç y  i  —  c'sin-œr/o 

+    /    '  v'  I  —  6'-  +  C'COS'-O  c/cOS'^  —    /      COS-f\^!\  — C'-hC"  cos^  ç  (Yco.s  y . 


On  voil  ainsi  que  la  solution  du  problème  se  ramène  uniquement  à 
l'introduction  des  deux  transcendantes 


et  que,  par  suite,  'elle  doit  être  considérée  coiniiie  complète. 
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Complément  a  une  étude  de  1871  sur  la  théorie  de  l'équUibre 
et  du  mouvement  des  solides  élastiques  dont  certaines  dimen- 
sions sont  trcs-pctitcs  par  rapport  à  d'autres; 

Par  .^1.  J.   BOUSSIXESO. 


IV.  —  Équations  d'équilibre  d'u:ve  plaque. 

19.  Les  modes  d'équilibre  d'un  prisme  qui  servent  de  lype  à  ceux 
d'un  tronçon  de  plaque,  en  ce  sens  que  ces  derniers  en  différent  d'au- 
tant moins  que  la  plaque  est  plus  mince  par  rapport  à  sa  longueur  et 
à  sa  largeur,  sont  ceux  dans  lesquels,  nulle  force  extérieure  n'étant 
appliquée  aux  bases  du  prisme  ni  à  sa  niasse,  la  constitution  de  la  ma- 
tière, les  forces  N,  T  et  les  déformations  D,  g  sont  les  mêmes  aux  divers 
points  d'un  feuillet  quelconque  parallèle  aux  bases.  Nous  suppo- 
serons normal  à  ct-llcs-ci  l'axe  des  z  du  système  local  de  coordonnées 
qui  sera  propre  au  tronçon. 

Les  trois  équations  indéfinies  ordinaires  de  l'équilibre  d'un  prisme 

,,os'/y,         'IJ^         dJ,  cil,         ciîS,         (11,  d-\\         r/T,         dis, 

(43)  -—  +  — --  -h  --•  =  o,   -—  +  -—  4-  — -  =  o,    -—  +  -—  H-  ^  =  o 
^        '    dx  dy  dz  d.r  dr  dz  de  dy  Uz 

deviendront, aràce  aux  conditions  -l—^=;o,  caractéristiques  du  seiire 
'^  d[x,y)  M  r 


[*]  Voir  la  [jiemiL'ie  Partie  à  la  page  i63  de  ce  volume. 
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(l'équilibre  considéré, 

tir,  f/T,  ^N, 

-— =o,     -— =  o,     -—  =  0: 

t/z  dz  dz 

combinées  avec  les  relations  Tj  =  o,  T,  =  o,  N3  =  o,  spéciales  à  cha- 
cune des  deux  bases,  elles  reviennent  à  dire  que  les  trois  composantes 
To,  T,,  N3  de  l'action  mutuelle  de  deux  feuillets  quelconques  sont 
nulles  partout. 

iO.   Mais,  sans  faire  toutes  les  livnotfieses -7 ,  =  o,  qui  ne  sont 

vraies  dans  un  tronçon  de  plaque  qu'à  une  première  approximation, 
on  ne  cessera  pas  d'avoir  un  problème  abordable,  pour  le  cas  ordi- 
naire où  [a  contexfure  est  symétrique  par  rapport  aux  jaces  des  jeuil- 
lets,  et  l'on  atteindra,  dans  le  même  cas,  à  une  approximation  plus 
élevée  pour  une  plaque  plane,  pareillement  à  ce  qu'on  a  vu  au  \\°  i  pour 
un  tronçon  de  tige,  si  l'on  annule  seulement  :  1"  les  dérivées  secondes 

, -, , — , — —  ;  2     les  dérivées  premières  en  jc,  r  des  forces 

(V)-'        d.v'      dx-,  il.id)  ,il)  ■  '  -^ 

To,  T|,  qui  étaient  nulles  à  une  première  approximation.  Rien  n'empê- 
chera même  d'ajouter  aux  premiers  membres  des  deux  premières  équa- 
tions (43)  les  composantes  respectives,  s^uivant  les  x  et  suivant  les  )% 
d'une  action  extérieure  rapportée  à  l'unité  de  volume,  pourvu  que  les 
dérivées  en  x  el  en  j'  de  ces  petites  composantes  soient  insensibles. 
En  effet,    les  deux  premières  équations  (43),  dilférentiées  chacune 

par  rapport    a    x    et    par    rapport    a    ;>',  donneront       ,     ---   =  o, 

-— -  =  o,    en  sorte  que  toutes  les  dérivées  secondes  en  x  et  y  de 

dj-yd.vdr  '  -^ 

N|,  Nj,  T3  seront  nulles.  La  troisième  (43),  réduite  à  — ^  =  o,  don- 
nera également  N3  =  o,  en  tenant  compte  d'une  condition  s|)éciale 
aux  btses  du  prisme.  On  aura  donc,  en  somme, 


d.<r,d.>:dr,dj-  '         d(.v,J-) 

On  voit  que  V  action  mutuelle  de  deux  Jcuillets  co/itigus  de  la  plaque 
se  réduit  à  ses  deux  composantes  tangenlielles  7\,  T,,  ou  na  pas  de 
composante  normale  sensible  N3. 
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Dans  ce  numéro,  je  suppose  la  contexture  du  prisme  symétrique  par 
rapport  au  plan  des  jy,  ce  qui  revient  à  dite  :  i°  que  N,,  Nj,  Nj,  Tj 
dépendent  seulement  de  ^^^  J,.,  :^.,  g-,.^;  2"  que  T^,  T,  dépendent  seu- 
lement de  gj..,  gy..  Chaque  feuillet  du  prisme  étant  d'ailleurs  homo- 
gène dans  toute  son  étendue,  l'annulation  des  dérivées  secondes  en  ce 
et  j-  de  N,,  No,  N3,  T,  équivaut  à  poser 

^        '  d.c- ,  cLv dy ,  dy^ 

et  celle  des  dérivées  premières  de  T^,  T,  en  x  e\  j  donne  à  son  toni- 

digr^Srz) 


(46) 


d'yJC,  x) 


Enfin,  vu  la  formule  de  N3,  la  relation  N3  r=  o  est  une  équation 
qui  ijermet  d'exprimer  linéairement  ^.  en  fonction  de  ^,.,  ?^.,  g^^.,  puis 
de  porter  celte  valeur  de  3^  dans  Us  expressions  de  N,,  No,  T,. 
Celles-ci  deviennent  alors  île  la  forme 


(47) 


N,  =  C  (;S3.  +  ii'\.  +  [i"g,,),     N,  ==  C'p, 3,.  +  /5'. ^.  +  /s; g,,,), 
T,  =C(7:^.-^7'.\-  +  7"g.,,): 


elles  ne  dépendent  que  des  déformations  ;^^.,  i,.,  g^,.  éprouvées,  an  point 
[x,  J-),  par  \e  feuillet  c|ui  y  passe  et  dans  les  sens  parallèles  à  son 
plan  tangent.  Nous  sup[>oserons  que  le  coefficient  positif  d'élaslicilé  C 
[)uisse  seul  varier  d'un  féudiet  à  l'autre,  ou  cpie  les  coeflicienls 
,^,  jj',  .••>V  soient  indépendants  de  z;  cela  revient  à  adinettie  (jue, 
pour  d'cgnles  déjoiiuations  3^.,  3^,  giy'e'firoia'cës  par  tous  les  Jeuillels 
[supposés  isolés)  dans  leurs  propres  plans,  lesjorcesdéfonnatrices  N,, 
Nn,  T3  conservent,  chez  tous,  les  mêmes  rapports. 

Les  quatre   relations  (46),   en  y  remplaçant  g^,j.,  g^.  j  ar  --  -h-j-i 

—  -j ,  puis  aioulant  deux  résultats,  donnent 

<tz  il)       '  ' 

,,,,      ./.\  '/'"■       d^y  d-a'  d     (du         dr\  d^^.  ^/^r 

(4«)  iâ  =  --û'^  -i.=~u^'  .7ïU  +  ,rJ  ""-5^==~^77^• 

Les  seconds  membres  de  celles-ci  sont  conlinus  quand    -  varie  ou 

42. 
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que  l'on  passe  d'un  feuillet  à  uiiaulre;  carie  déplacemenl  w  a  d'égales 
valeurs  pour  deux  feuillets  contigusdu  prisme,  même  hétérogènes,  et 
par  suite  les  dérivé»  s  de  ces  valeurs  en  x  et  j  sont  aussi  égales.  Or, 
ces  trois  seconds  membres  des  équations  {liS),  différentiés  par  rap- 
port à  z,  donnent  zéro  pour  résultat,  parce  que  trois  des  rela- 
tions (45)  ne  sont  autres  que  -, ^'-^ — r-  =  o.    Si  donc,   en   vue  de 

fixer  les  idées,  on  appelle  tv„  le  déplacement  transversal  w  pour  la 
couche  (tangente  à  un  feuillet  du  tronçon)  qui  a  été  choisie  dans  sa 
position  primitive  comme  plan  local  des  xy,  on  peut  remplacer  %v 
par  îVo  dans  les  équations  (/i^)- 

Désignons  en  outre  par  .\°,  i:»",  gl^.  les  valeurs  de  5^.,  'iy,  g^,-  sur  le 
même  feuillet  tangent  au  plan  des  xy;  les  équations  (48),  multipliées 
par  ^2,  puis  intégrées,  donneront 

Ainsi,  les  déjonnations  ^_i,  '^^y,  g^y,  éprouvées  par  les  Jeiiillets  dans 
les  sens  parallèles  à  leurs  plans,  varient  lincaireinent  le  long  d'une 
normale  à  la  plaque. 

J'appellerai  feuillet  moyen  la  surface  matérielle,  sensiblement  paral- 
lèle aux  {\ev\\  faces  de  la  plaque  ou  aux  bases  du  prisme,  qui  con- 
tiendra les  centres  de  gravité  des  normales  menées  à  celte  même  sur- 
face et  d'une  base  à  l'autre  dans  l'état  j^rimitif,  les  centres  dont  d 
s'agit  étant  détermiués  d'après  la  suppo^ition  que  chaque  élément  dz 
des  normales  ait  une  masse,  par  luiité  de  longueur,  égale  à  la  valeur 
du  coefficient  d'élasticité  C  sur  cet  élément.  Le  plan  local  des  xy  sera 
supposé   constamment    tangent  au  feuillet  moyen  du  tronçon   ou   du 

prisme,  en  sorte  qu'on  aura,  si  /  désigne  une  intégrale  prise  sur  toute 

1  épaisseur  h  de  la  plaque, 

(5o)  fczdz  =  o. 

J'a|ipclh'rai  en  outre  C  la  valeur  moyenne  de  C  sur  toute  l'épaisseur 
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//,  et  C"  —  le  moment  d'inei'lie  d'une  normale  par  rapport  à  son  centre 
de  gravité  :  en  d'autres  termes,  je  poserai 

(5nbis)  C'h=fcdz,     C"  —  =    Çczulz. 

On  remarquera  que,  dans  le  cas  d'une  plaque  homogène,  pour  la- 
quelle le  coefficieni  Cest  constant,  ces  formules  {5o  bis)  reviennent  à 

prendre  C  =  C,  C"  =  C,  vu  qu'alors  z  varie  de à  — 

21 .  y^  une  première  approximation,  lesjoriimles  du  nnmcro  précédent 
subsistent  dans  le  cas  général  où  la  matière  ne  possède  aucun  plan  de 
sjmétrie  de  conlexture.  En  effet,  d'une  part,  les  trois  équations  T^  =  o, 
T,  =  o,  N3=  o  trouvées  plus  haut  y  donnent  g^^,  g,,,  ?,  en  fonction 
linéaire  Aa'ij.,  ^,.,  g^,.;  ce  qui  ramène  les  expressions  de  N,,  No,  Tj  aux 
formes  (47),  où  nous  admettrons  toujours  que  p,  p',  . . .  ,  y  soient 
indépendants  de  z.  D'autre  part,  la  nullité  supposée  des  dérivées 
des  N,  T  en  x  e\.  j  entraîne  celle  des  dérivées  pareilles  des  ?,  g;  et 
les  relations  (45),  (46),  (4^)?  (49)  "G  cessent  pas  non  plus  d'être  ad- 
missihies. 

Évaluons  maintenant,  à  cette  première  approximation,  les  actions 
totales  exercées  par  unité  de  longueur  à  travers  deux  sections  faites 
dans  la  plaque  suivant  deux  siufaces  matérielles  primitivement  per- 
pendiculaires au  feuillet  moyen  et  entre  elles  :  nous  supposerons  la 
première  section  primitivement  normale  à  l'axe  des  x,  la  seconde 
primitivement  normale  à  l'axe  des  j". 

Les  forces  To,  T,  se  trouvant  négligeahles,  la  pression  exercée  sur 
un  élément  plan  de  la  section  normale  aux  x  n'a  que  les  deux  compo- 
santes N,,  Tj,  dirigées  respectivement  suivant  les  x  et  suivant  les  r; 
de  même,  la  pression  exercée  sur  un  élément  de  la  section  normale  aux  j>^ 
n'a  que  les  deux  composantes  Tj,  N;,  dirigées  aussi  suivant  les  x  et 
les  j.  Cherchons  la  valeur  statique  totale  de  ces  forces,  pour  toute 
une  bande  comprise  entre  deux  normales  au  feuillet  moyen,  menées, 
très-près  l'iuie  de  l'autre,  dans  chaque  section. 

A  cet  effet,  portons  les  valeurs  (49)  de  ?^,  J,,  gj;y  dans  les  exprès- 
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sions  (47)  de  N,,  Nj,  T.j,  et  posons,  pour  abréger  : 


,"'=r^T^°  +  /5'^°  +  ^r'".Z7^' 


Il  vie'itlra 

(53)  N,  =Ci;«:  —  z«,),     N;  =  C(/z! -Z7?,),     T,  =  €(«;- zf,). 

OcciipotiS-noiis  d'aljord  de  la  bniule  de  section  iioiniale  aux  x. 

Les  parties  C«°  de  N,  sont  des  forces  parallèles  et  de  mêmes  sens 
sur  les  divers  éléments  de  celle  bande,  et  il  en  est  de  même  des  par- 
ties Q,t\  de  T3.  Elles  équivalent  en  tout  à  deux  forces  appliquées  au 
centre  de  gravité  de  la  bande,  c'est-à-dire  à  \\\\  point  de  son  intersec- 
tion par  le  feuillet  moyen  ;  la  première  est  parallèle  aux  x  ou  perpendi- 
culaire à  la  bande,  la  seconde  parallèle  aux  y  ou  dirigée  suivant  l'in- 
tersection de  la  bande  par  le  feuillet  moyen.  Leurs  valeurs  totales, 
rapportées  à  l'unité  de  largeur  de  la  bande  ou  à  l'unité  de  longueur 
de  la  section,  sont  respectivement 

ii\  jCdz,     i\  I  Cflz,     ou     C'h/i],     Cht\. 

Au  contraire,  les  parties  —  C«,z-,  —  C/3Z  de  N,,  T3  changent  de 
signe  avec  z  et  ont  leurs  valeurs  moyennes  nulles  d  après  la  rela- 
tion (5o).  Elles  équivalent  donc  à  deux  couples,  dont  les  moments 
totaux,  rapportés  à  l'unité  de  largeur  de  la  banrle  et  supposés  positifs 
quand  ils  tendent  à  iuqirimer  à  celle-ci  une  rolaiion,  autour  de  son 
centre,  dans  le  sens  des  x  ou  des  j  positifs  vers  les  z  j)osilifs,   sont 

respectivement    l  z.CUfZdz^    /  z.C/jZf/z,  c'est-à-dire C"— ?^,,  C" — /.t 

Jh  Jh  12  1-2      • 

Le  premier  de  ces   couples  est  perpctidiculMire  à  rii:ter>eciion  de  la 
bande  par  le  feuillet  moyen,  le  second  est  parallèle  à  la  bande. 
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De  même,  les  forces  exercées  sur  une  bande  ou  section  perpendi- 
culaire aux  j  équivalent  par  unité  de  longueur:  i°  à  deux  forces 
Clit],  C'Iin',  l'une  tangenlielle,  l'autre  normale,  appliquées  à  son 
centre  de  gravité,  point   situé   sur  l'intersection  de  la  bande  par  le 

feuillet  moyen;  2"  à  deux  couples  C"  — /,,  C"— ».,,  qui  se  trouvent,  le 

1  12  •*  12    -     ' 

premier,  parallèle    à   la  bande,  le  second,   i)erpendiculaire   à  l'inter- 
section de  la  bande  par  le  feuillet  moyen. 

22.  Ces  résultats  ne  sont  exacts  qu'à  une  première  approximation, 
c'est-à-dire  dans  l'hypothèse  multiple  que  la  constitution  et  l'état  de  la 
matière  soient  les  mêmes,  à  l'intérieur  du  tronçon,  sur  toute  l'étendue 
d  un  feudlet  quelconque  parallèle  au  feuillet  moyen,  que  ces  feuil- 
lets soient  plans  à  l'état  naturel,  et  que  ni  les  bases  ni  la  ma>se  du 
tronçon  ne  supportent  aucune  action  extérieure.  En  réalité,  les  pres- 
sions, quelles  qu'elles  soient,  exercées  sur  luie  bande  infiniment 
étroite,  primitivement  perpendiculaire  à  une  ligne  matérielle  du 
feuillet  moyen  et  comprise  entre  deux  autres  lignes  matérielles  d'a- 
bord normales  à  ce  feudlet,  équivalent  en  tout  ;  1°  à  trois  forces 
appliquées  en  un  point  de  l'intersection  de  la  bande  par  le  feuillet 
moyeu  et  dirigées,  l'une  suivant  la  ligne  primitivement  normale  à  la 
bande,  la  seconde  suivant  l'intersection  de  celle-ci  par  le  feuillet 
moyen,  la  troisième  suivant  la  normale  aux  deux  premières;  2"  à  deux 
couples  respectivement  perpendiculaires,  le  premier, à  l'intersection  de 
la  bande  par  le  feuillet  moyen,  le  second,  à  la  lignequi  était  |)rimitive- 
meiit  normale  à  la  bande.  Il  n'y  a  pas  à  considérer  un  troisième  couple 
parallèle  au  feuillet  moyen,  parce  qu'il  serait  de  Tordre  du  carré  de  la 
largeur  de  la  bande,  et  par  conséquent  négligeable,  comme  composé 
de  forces  comparables  à  cette  largeur  et  ayant  des  bras  de  levier 
également  de  l'ordre  de  la  même  largeur.  Ce  qui  précède  montre  que, 
pour  les  bandes  ou  sections  primitivement  normales  aux  x  et  aux  j-,  les 
composantes,  suivant  leurs  intersections  mutuelles  par  le  feuillet  moyen, 
des  forces  totales  qu'elles  supportent,  ont,  par  unité  de  longueur  pri- 
mitive des  sections,  des  valeurs  peu  différentes  respectivement  de 

X,.=  C'Jin'l,     G  =  C'A/'g  ;     G  =  C'hil,     é)î,,  =  Clml. 


336 


J.     BOISSINESQ. 


Ces  valeurs,  vu    les   expressions  (5i)   de  n'^^.  '/'j, '",  reviennenl   à 
celles-ci  : 


(54) 

Quant  aux  couples  qui  sont  appliqués  aux  mêmes  bandes  et  qui  se 
trouvent  tous  normaux  au  plan  du  feuillet  moyen,  en  les  rapportant 
aussi  à  l'unité  de  longueur  primitive  des  sections,  et  désignant  les  deux 
qui  sont  perpendiculaires  aux  bandes  [couples  dejlexion)  par  y,,  v,, 
les  deux  qui  sont  à  peu  près  parallèles  aux  bandes  (dits  couples  de 
torsion),  et  qui  ne  dilfèrent  pas  sensiblement  l'un  de  l'autre,  par  7, 
on  aura,  sauf  erreurs  négligeables, 

n"  ^'^  nn  ''''  nu  I''  J 

V ,.  — ■  L.  —  II.,     v,=  L   —  «o ,     T  =  L  —  /  V , 

c'est-à-dire,  à  cause  des  valeurs  (52)  de  «,,  7/0,  /;,, 

I  ■   =Trr/  THF  ^   V^+2V  ;^^j- 

Enfin,  nous  désignerons  par 

Z.,  Z, 

les  composantes  respectives,  suivant  la  normale  au  feuillet  moyen  ou 
à  fort  peu  près  suivant  les  z,  des  actions  totales  exercées  par  unité  de 
longueur  sur  la  section  perpendiculaire  aux  jc  et  sur  la  «ection  perpen- 
diculaire aux  ;r-  Ces  composantes  (appelées  ^^or/j' ^/ï7«c/w/2/^),  nulles 
à  lUie  première  approximation  ou  dans  le  cas  limite  d'une  égale  répar- 
tition des  pressions  en  tous  les  points  d'un  même  feuillet,  deviennent 
sensibles  à  une  seconde  approximation. 

Les  déformations  ?",  î^,  g"^.,  qui  paraissent  dans  les  expressions  (54  ) 
de  3î:.j,  3X,y,  5,  sont  cellesque  letVuillet  moyen  a  éprouvées  suivant  les 
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sens  parallèles  à  son  plan  tangent,  à  l'endroit  considéié.  Les  dérivées 

fl-H'i,     ePn;      (l'tVi,       ,  ,  ,  ,  .  .  ,,.,.,,  , 

—prî -7— 7' 3—7-»  dont  dépendent  les  valeurs  (55)  des  couples  v,,  v^,  r, 
ii.i:'      ilj'     dxdy  '  ^        '  I  -T)    r'    ' 

caractérisent  parfaitement  les  courbures  prises  au  même  endroit  par 
une  surface  matérielle  primitivement  plane  et  tangente  au  feuillet 
moyen,  courbures  représentant  elles-mêmes  les  modifications  éprou- 
vées par  celles  du  feuillet  moyen.  Si  l'on  parvient  à  calculer  les  dé- 
placements, dans  l'espace,  des  divers  points  de  ce  feuillet,  on  pourra 
connaître,  en  chaque  endroit  ou  pour  chaque  tronooti,  les  quantités 

^(1     ^n         n      't'iVa     d'n'„      tl-i\'^  .  ,        ,  i         i  -r 

^xi  '',  «  A'^^i  -; — '  -7-r'  ~, — r-'  Pf  puis  V  évaluer  lesdeiormalions  éprouvées 

1  O-'l  flj.l  Jy.i  (iXll)  '  •'  ' 

parla  matière,  au  moyen  des  formules  approchées  (/jg)  et  de  celles 
qui  donnent  g^^.-,  g,..,  ^^  en  fonction  de  ?x,3^,  gj^y. 

'i.l.  Voyons  actuellement  comment  s'obtiendront  les  équations  in- 
définies d'équilibre  delà  plaque.  Il  suffira  de  considérer,  à  cet  effet, 
un  filet  de  matière  compris  entre  quatre  seclions  infiniment  voisines, 
|jrimitivemenl  normales  deux  à  deux  et  au  feuillet  moyen,  puis  d'ap- 
pliquer à  ce  filet  infiniment  petit  les  princi|)es  des  quantités  de  mou- 
vement par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires,  et  celui  des  moments 
par  ra|)port  aux  intersections  du  feuillet  moyen  par  deux  faces  conli- 
guës  du  filet.  On  aura  ainsi,  entre  x^,  Xy,  G,  v,,.,  v,.,  t,  Z.t,  Z^.,  ou  leurs 
dérivées  dans  des  sens  parallèles  au  feuillet  moyen,  cinq  équations, 
que  l'élimination  de  Z^.,  Z,.  ramènera  à  trois  :  or  il  faut  précisément 
trois  équations  indéfinies  pour  déterminer  les  composantes,  suivant 
trois  axes,  des  déplacements  des  divers  points  du  feuillet  moyen. 

Bornons-nous  au  cas  d'une  plaque  primiiivement  plane,  peu  dé- 
formée, et  supposons  qu'on  ait  pris  pour  pi  m  gênerai  des  xj'  le 
feuillet  moyen  dans  sa  position  primitive.  Nous  construirons,  à  partir 
du  point  quelconque  du  feuillet  moyen  dont  les  coordonnées  primi- 
tives sont  a",  j  et  que  caractériseront  ces  coordoiM^ées,  un  filet  de 
matière  qui  ait,  dans  son  état  primitif,  pour  hauteur  répai-.seur  h  de  la 
plaque  et  pour  section  normale  un  élément  rectangulaire,  dxd)',  du 
feuillet  moyen,  à  côtés  infiniment  peiils,  dx,  df,  respectivement  pa- 
rallèles aux  X  et  aux  J-.  J'appellerai  :  p  la  densité  moyenne  primi- 
tive de  ce  filet  de  m  itière,  ou  p/ulxdy  sa  masse,  et  oh\dxdj, 
p/iY  dxd/,  p/iZdad)    les  composantes  totales,  suivant  les  trois  axes 
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fixes  rectaiigulaires  ojc,  oy,  oz,  des  actions  extérieures  qu'il  sup- 
porte. 

On  sait  que  les  deux  éléments  rectilignes  du  feuillet  moyen,  primi- 
tivement égaux  à  dx,  dj,  qui  partent  du  point  matériel  [x,  y),  auront 
pour  projections  sur  les  axes,  après  de  petits  déplacements  f^„,  r,,,  n'„,  le 

premier,  (i  +  ^:)./x,  ^  dx,  '^  dx  ;  le  second,  '-^_  dy,  (i  +  '^;)  dj, 
-^  dy.  En  divisant  respectivement  ces  projections  par  les  racines  car- 
rées de  la  somme  de  leurs  carrés,  on  trouve  que  les  cosinus  des  angles 
que  font  avec  les  axes  ces  éléments  rectilignes,  après  les  déformations, 

I  11  'lv„      clwa  1  .  dll„  dit',  I 

valent    sensiblement  i,  ^-j  —r-  pour  le   premier;   -— >   i,  ^—  pour   le 

dx      dx    '  '  dy  dj-    ' 

second.  Par  suite,  les  cosinus  des  angles  faits  avec  les  axes  par  la  nor- 

1  p       -Il  du'^  diVf.  ml  1  r 

maie  au  feuillet  moyen  seront —, ;-»  i.  lels  sont  les  neul  co- 

t/.v  dy 

sinus  par  lesquels  il  faudra  multiplier  les  forces  respectives  —  9l,j:d/, 
—  Gdy,  —  Zj.dy,  appliquées  à  la  première  face  hdy  du  filet,  et  les 
forces  analogues,  valant  sensiblement  — Qdx,  — Jt^^dx,  — Zydx, 
qui  sont  appliquées  à  la  première  face  hdx,  pour  avoir  leurs  compo- 
santes sur  les  trois  axes  ox,  oy,  oz.  Les  composantes  appliquées  aux 
faces  opposées  auront  des  expressions  pareilles,  mais  changées  de  signe 
et  augmentées  respectivement  de  leurs  différentielles  par  rapport  à  x 

ou  par  rapport  aj.  En  négligeant  devant  les  dérivées         ~ —  les 

1     .  I  .  .  df\     dt\\  1        ,  ,  1  .    .      , 

produits,  par  les  petits  cosinus  — >  —■,  •••  ou  plutôt  par  leurs  dérivées, 

soit  des  forces  mêmes  5^^.,  3t,^.,  G,  qui  sont  de  l'ordre  des  petites  dé- 
formations Jf,  y^,  gî^,  soit  surtout  des  forces  encore  plus  petites  Z^.,  Z^ 
(numéro  précédent),  il  vient  pour  composantes  totales,  suivant  les  x, 
\e?, y  et  les  z,  des  pressions  appliquées  aux  quatre  faces  du  filet  consi- 
déré de  matière, 

Egalons  à  zéro  les  sommes  respectives   de  ces  expressions   et  des 


^1) 
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composâmes /3  A Xf/xf/;-,  pIiY djcdj,p  fiZdxdy  de  l'action  extérieure; 
puis  divisons  les  résultats  par<Yj:(Y/.  [j  viendra 

dUc,  rf',,.„  ^/î„, 

dx^  dxdy  '    ^/j' 

L^s  deux  équations  (f)6),  dans  lesquelles  on  porloia  les  valeurs  (54) 
deXj.,  X,.,  C  eu  fonction  de  ?",^",  g',',.,  c'est-à-dire  en  fonction  de—. 

dfi'j    du,        di\        ,    .  1 1  •        •  1  ■  I  1  > 

^2"'  ^  +  ;^'  régissent  1  équilibre  d  extension  ou  de  contrnclion  de  la 

plaque  :  elles  serviront  à  calculer  les  déplacements  u^,  v^  éprouvés  par 
le  feuillet  moyen  dans  les  sens  des  coordonnées  x,  j  parallèles  à  son 
plan  primitif. 

uant  a  I  équation  (  57),  on  peut  y  remplacer  — 1-  —  »  —  4-       '- 

'  '  '  •'  '  (//  dy      de  dy 

par  les  valeurs  —  phX,  —  ohY  tirées  de  (56),  puis  observer  que  la 

somme  p/i  iZ  —  X-j^  —  Y  -^  j»qui  y  paraît  alors  et  qui  représente  la 

projection  totale,  sur  la  normale  au  feuillet  moyen,  de  l'action  exté- 
rieure rapportée  à  l'unité  de  surface  de  celui-ci,  peut  être  générale- 
ment confondue  avec  phZ.  Cette  équation  devient  donc 


,.„.       f  dZi  dZ.\  l  d''iv„  rf'(i„  d'ivA  ,^ 

^ '^8)  [d.7  +  -d^)  +  (-^^^  -di^-^'^dTd;-^  '--y -77;^)  +  p /'Z  =  o. 

24.  Il  reste,  pour  déterminer  Z^,  Z^,  à  appliquer  aux  forces  qui  sol- 
licitent le  filet  considéré  h  dx  dy  le  principe  des  moments  par  rapport 
aux  deux  éléments  rectilignes,  émanés  du  point  matériel  [x^j],  qui 
étaient  primitivement  dx,  dj-. 

Les  actions  extérieures,  exercées  sur  le  filet,  n'auront  que  leurs 
composantes  |)arallè!es  au  feuillet  moyen,  dont  les  bras  de  levier  soient 
sensibles,  et  ces  composâmes,  en  tout  de  l'ordre  du  produit  dxdy, 
ne  donn(  ront  même  que  des  moments  totaux  négligeables  si  elles  se 
trouvent  distribuées  à  peu  près  pareillement  de  part  et  d'autre  du 
feuillet  moyen.  Eu  outre,  les  composantes  oï,,  E,  tangentes  à  ce  feuil- 

43.. 
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let,  des  forces  appliquées  aux  quatre  faces  du  filet,  n'auront  que  des 
uioiuents  ni'giigeables,  vu  que  leur  résultante,  pour  chaque  face,  sera 
de  l'ordre  de  dx  ou  de  dy,  et  passera  à  des  distances  infiniment  pe- 
tites du  second  ordre,  sinon  même  nulles,  des  éléments  matériels  dj 
ou  dx  par  rapport  auxquels  se  prennent  les  moments.  Seules,  les  forces 

—  Zcdy,  —Lydx,  {Zj.-\-~7^dx\dj,  (  Z, -t- ^r// j  <Y.r,  dont  les  bras 
de  levier  autour  de  dy  et  dx  vaudront,  à  fort  peu  près,  o  et  — 
pour  la  première,  —  et  o  pour  la  seconde,  dx  et  -^  pour  la  troisième, 

—  et  dy  pour  la  quatrième,  donneront  des  moments  de  l'ordre  du 

produit  <fx  (//■  :  ces  moments  égaleront  en  tout  Zj.dxdy  par  rapport 
à  dy,  Z,  dxdy  par  rapport  à  dx.  Il  faudra  y  joindre  la  somme  des 
moments,  par  raj)port  à  dy  ou  à  dx,  des  huit  couples  appliqués  aux 
quatre  faces  du  filet,  et  dont  quatre, 

-  V,. dy,     (^j,  +  ^'  dx  j  dj,    -zdx,     ( ^  +  ^  ^/-)  dx, 

sont  sensiblement  perpendiculaires  à  dy,  les  quatre  autres, 

-  ^(iy,   (^T  +  ^  dx^  dj,  -  v,dx ,   (^v,.  -h ^_ dy'^ dx, 

sensiblement  perpendiculaires  à  dx. 

Ces  huit  cou|)les  peuvent  être  simplement  ajoutés  deux  à  deux,  algé- 
briquement,  sauf  erreurs  négligeables.    En  effet,   les   deux   couples 

—  Vj.dj,  (  V ^  -+-  -^dx\  d}-,  par  exemple,  sont  perpendiculaires,  le  pre- 


mier, à  une  droite  dont  les  angles  avec  les  axes  ont  pour  cosinus  — -^ 
I,  -r^j  le  second,  à  une  droite  dont  les  angles  avec  les  axes  ont  les 

mêmes  cosinus  augmentés  de  leurs  différentielles  en  x.   L'angle  de 
ces  deux  droites  est  donc  de  l'ordre  du  produit  de  dx  parles  petites 

dérivées  en  .r  de  -~,  -^'■,  et  le  couple  (v^-h  j^,  dx)  dy  peut  être  dé- 
composé  en  deux,    l'un,   normal  à   la   même   droite   que  le  couple 
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—  v^-f//  et  égal  au  produit  de  (  v ^^ -f- -j^ rfiM  (Y/  par  le  cosinus  de  ce 

petit  angle,   cosinus   évidemment  réductible  à  l'unité  sauf  erreur  de 
l'ordre  de  dx- ,  l'autre  normal  à  une  droite  perpendiculaire  et  égal  au 

produit  de  (v^h-  ~  dx\  d/  par  le  cosinus  de  l'angle  complémentaire 

ou  par  le  petit  sinus  de  l'angle  considéré.  I.e  premier  de  ces  couples, 

ajouté  à  —Vj.dy,  donnera  simplement  —^djcdj-,   le  second,  étant  de 

l'ordre  du  produit  àe'j,.dy  dx  par  les  petites  dérivées  en  x  de  — -°i  — ^, 

'  -^  '  '  dy      dy 

sera  négligeable  en  comparaison  de  couples  tels  que      ''^'  ^  dj  dx,  à 

côté  desquels  on  aurait  à  le  compter.  Les  huit  couples  poinront  ainsi 
se  réduire  à   quatre,  dont  deux,   normaux   à  dj\  vaudront  en  tout, 

sensiblement,  [^  +  -^\  dxdy\    et    dont    les  deux  autres,  normaux 

\dr         dy) 

à  dx,  vaudront  de  même  ( -, — \--r\  dx  dy.  Chaciui  de  ces  deux  cou- 

\dx         dy  j 

pies  totaux  ne  donnera  pas  d'ailleurs  de  moment  appréciable  par  rap- 
port à  l'axe  auquel  il  est  à  fort  peu  près  parallèle. 

En  résumé,  le  principe  des  moments  conduit  à  annuler  les  deux 
sommes 

(z-^ + £  -^  J)  ^^  ^^"'  (^'- + £ + 57)  ^^  ^^'' 

ou  à  poser 

(59)        ^^- -{$-:-%)'  ^.=-(£-S^)- 

Ces  valeurs  de  Z^,  Z^,  portées  dans  (58),  donnent  enfin  la  troisième 
équation  indéfinie  de  l'équilibre,  celle  qui  régit  la  Ûexion  de  la 
plaque  : 

/  UPv,  d\  <•/'•. 

U  ne  reste  plus  qu'à  y  substituer  aux  couples  v^,  v,-,  t  leurs  expres- 
sions (55)  en  fonction  des  courbures  prises  par  le  feuillet  moyen. 
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2o.  Les  tenues  non  linéaires  de  (60),  c'est-à-dire  ceux  qui  con- 
tiennent les  produits  de  X^.,  X^,  G  par  les  dérivées  secondes  de  h'„7 
sont  insensibles  pour  une  plaque  simplement  fléchip,  sans  extension 
ni  compression  dans  les  sens  parallèles  à  son  plan,  et  même  pour  une 
plaque  d'une  certaine  épaisseur  soumise  à  des  tensions  ou  compres- 
sions. INIais  ils  deviennent  très-sensibles,  ou  même  prédonîinants, 
quand  la  plaque  n'a  qu'une  épaisseur  h  fort  pelite  et  que  Us  couples 
Vj.,  v^ ,  T,  comj)arables  à  Ji^  d'après  (55),  deviennent  comme  des  infini- 
ment petits  d'ordre  supérieur  devant  les  tensions  x^.,  X^.,  G  qui, 
d'après  (5/i)i  sont  de  l'ordre  de  h.  Alors  la  jjlaque  ne  résiste  presque 
à  la  flexion  qu'en  vertu  des  tensions  qu'elle  supporte,  et  elle  prend  le 
nom  de  membrane. 

On  peut  voir,  dans  mon  Mémoire  Sur  les  plaques,  de  1871,  com- 
ment les  trois  éqviations  ordinaires  de  l'équilibre  d'un  élément  de 
volume,  multipliées  par  dz  et  intégrées  à  partir  de  la  base  inférieure 
de  la  plaque,  font  connaître,  soit  les  petites  composantes  transver- 
sales T3,  To,  négligées  à  une  première  approximation,  des  pressions 
exercées  sur  les  éléments  plans  de  deux  sections  normales  aux  x  et 
aux  ^,  pressions  dont  l'analyse  ci-dessus  donne  seulement  les  résul- 
tantes [efforts  tranchants j  Z^.,  Z^,  soit  même  la  très-pelile  composante 
normale  N3  de  la  pression  supportée  par  les  feuillets  de  la  plaque.  Il 
est  à  lemarquer  que  la  théorie  générale  des  plaques  présente  à  cet 
égard  bien  moins  de  complication  que  celle  des  tiges.  Cela  lient  à 
ce  que  des  difficultés  d'intégration  qu'on  ne  pouvait  s'empêcher  d'a- 
border dans  la  théorie  des  tiges,  et  qu'on  a  résolues  eu  elfet  (pour  le 
cas  où  la  coutexture  est  symétrique  par  rapport  aux  sections  normales) 
quand  on  a  trouvé  aux  équations  (i3)  les  intégrales  (1  8),  ont  pu  être 
évitées  dans  la  théorie  générale  des  plaques.  Mais  aussi  les  équa- 
tions (56),  (60),  qui  restent  à  intégrer  dans  ce  dernier  cas,  présente- 
ront des  difficultés  autrement  grandes  que  les  équations  (3/()  et  (36) 
relatives  aux  tiges. 

Je  renverrai  également  au  Mémoire  de  1871  pour  tout  ce  qui  con- 
cerne l'établissement  des  conditions  spéciales  au  contour  des  plaques. 
,Te  n'y  ai  fait  usage  que  d'un  principe  universellement  admis,  et  dont 
M.  de  Saint-Venant  a  montré  à  plusieurs  reprises  l'importance.  Ce 
principe  peut  s'énoncer  ainsi  :  Des  forces  extérieures  qui  se  font  c'qui- 
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libre  sur  un  solide  élastique,  et  dont  les  points  d'application  se  trouvent 
tous  compris  à  l'inte'rieur  d'une  sphère  donnée,  ne  produisent  que  des 
déjorniations  insensibles  à  des  distances  de  celte  sphère  qui  sont  d'une 
certaine  grandeur  par  rapport  à  son  rayon.  11  répugnerait,  en  effet,  que 
l'influence  statique  de  certaines  actions,  confinées  toutes  dans  une  ré- 
gion déterminée,  put  se  faire  sentir  avec  une  intensité  notable  jusqu'à 
des  distances  quelconques  de  cette  région.  Par  suite,  et  à  cause  du 
principe  de  la  superposition  des  petits  effets,  qui  s'étend  aux  solides 
élastiques  peu  déformés,  le  mode  effectif  d'équilibre  d'iuie  plaque  ne 
sera  changé  que  d'une  manière  insignifiante,  si  l'on  applique  à  une 
petite  portion  de  son  contour  un  système  de  forces,  comparables  in- 
dividuellement à  celles  que  supporte  déjàcetteportion  de  contour,  mais 
se  faisant  mutuellement  équilibre.  Les  nouvelles  déformations  dues  à 
ces  forces  n'auront  de  valeurs  sensibles  que  dans  le  voisinage  de  la 
région  d'application  :  au  delà,  elles  disparaîtront  devant  celles  qui 
proviennent  des  forces  primitivement  appliquées  à  la  même  région. 
Si  l'on  introduit  pareillement,  sur  toutes  les  petites  portions  élu  con- 
tour, des  systèmes  de  forces  se  faisant  équilibre,  les  déformations 
totales  qui  en  résulteront  seront  négligeables  en  comparaison  des 
déformations  antérieures  dues  à  l'ensemble  des  forces  que  supportait 
déjà  la  plaque,  abstraction  faite  toutefois  d'une  zone  de  peu  de  lar- 
geur, contiguè  au  contour.  En  d'autres  termes,  on  a  le  droit  de  rem- 
placer les  vraies  actions  extérieures,  exercées  sur  le  cylindre  contour- 
nant, par  d'autres  distribuées  comme  on  voudra,  pourvu  qu'elles 
éqnivaillent  staliquement  aux  premières  sur  toute  partie  du  cylindre 
très-petite  en  tous  sens.  J'ai  montré  que  les  actions  extérieures  dont  il 
s'agit,  pour  chaque  portion  du  cylindre  contournant  comprise  entre 
deux  génératrices  voisines,  sont  ainsi  réductibles  à  une  force  s'exerçant 
sur  le  feuillet  moyen  et  à  un  couple  normal  au  contour  du  même 
feuillet  (couple  dejlexion).  A  l'inverse,  quelles  que  soient  les  valeurs 
totales  de  cette  force  et  de  ce  couple,  on  peut  slatiquement  les  décom- 
poser en  actions  élémentaires,  réparties  sur  le  cylindre  contournantde 
telle  sorte  que  les  modes  simples  ou  réguliers  de  déformation  qui  s'ob- 
servent à  luie  certaine  distance  des  bords  se  continuent  jusqu'aux  bords 
mêmes  :  et  c'est  ce  que  l'on  suppose  toujours,  pour  plus  de  simplicité. 
Il  est  vrai  que  cette  manière  de  procéder  revient,  comme  dans  la 
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théorie  des  tiges,  à  ne  pas  tenir  compte  des  déformations  très-com- 
plexes qui  se  produisent  aux  extrémités  des  corps  allongés  ou  aplatis, 
là  où  l'état  de  la  matière  varie  aussi  rapidement  ditns  les  sens  des 
grandes  dimensions  que  dans  ceux  des  petites.  Mais  le  calcul  généial 
<le  ces  déformations  ou  pcrlJirbations  locales  n'est  pas  actiiellement 
aliordalile  à  l'analyse,  et,  d'ailleurs,  il  y  aurait  toujours  lieu  d'en  faire 
d'abord  abstraction  pour  ne  s'occuper  .que  du  pbénoinène  d'ensemble, 
bien  plus  simple.  En  toute  rigueur,  les  vraies  relations  spéciales  au  con- 
tour d'une  plaque  dont  on  suppose  les  bases  libres  consisteraient,  pour 
chaque  point  d'une  génératrice  du  cylindre  contournant,  à  égaler  les 
trois  composantes  de  la  pression  exercée  du  dedans  sur  ce  cylindre  à 
trois  fonctions  arbitraires  de  la  coordonnée  transversale  z,  qui  expii- 
meraient  les  trois  composantes  analogues  de  la  pression  extérieure. 
On  aurait  donc  une  infinité  de  conditions  se  rapportant  à  une  même 
bande  du  cylinilre  contournant.  Seulement,  pour  le  but  que  l'on  se 
propose,  toutes  ces  relations  sont  insignifiantes,  en  tant  qu'elles 
servent  à  régler  les  perturbations  locales,  et  il  suffit  d'extraire  de  leur 
ensemble,  comme  on  a  pu  le  faire  grâce  au  |)rincipe  énoncé,  les  coti- 
ditions  stiictement  nécessaires  et  suitisanles  pour  déterminer  \eivra'tes 
déformations  générales  produites  [*]. 

[*J  Depuis  cjiie  la  rédaction  de  ce  Wemoire  est  teniiincc,  j'ai  reconnu  (]ul' 
MM.  Thomson  et  Tait  avaient,  quatre  ans  avant  moi,  dans  Itur  beau  Traité  de  phi ■ 
losophie  naliuelle  (1867,  n'"'  G4o  à  tiiS),  envisagé  la  (juestion  des  conditions  siiéciales 
au  contour  des  plaques  exactement  comme  je  l'ai  fait  en  187  (.  Ils  ont  en  outre,  aux 
n"s  7'2i  à  729  du  même  Traité,  donné  sous  leur  forme  approchée  des  termes  qui  ex- 
priment les  plus  simples  des  perturbations  locales  et  ([ui  justilient  analytiquemeiit, 
comme  le  l'ont  voiries  illustres  professeurs  écossais,  la  réduction  des  couples  de  torsion 
à  des  etîorts  tranchants,  que  Poisson  n'avait  pas  aperçue.  Ces  njèmes  ternies,  retrouves 
en  1877  ])ar  M.  Maurice  Levy,  mais  seulement  sous  une  forme  plus  générale  et  plus 
complexe  qui  n'en  montrait  pas  le  vrai  sens,  ont  été  l'occasion  d'une  polémique  engagée 
iX vXwy A  \iA\' \w\i,VL  Journal  de  Mathématiques  (juillet  1877),  puis  continuée  dans  les 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (!7et3i  décembre  1877;  i4  janvier, 
4  et  18  février  1878),  et  qui,  je  l'espère  du  moins,  n'aura  pas  été  inutile  pour  l'éclair- 
tissement  de  cette  question  délicate. 
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Sur    les    covariaiits    des   formes    binaires 


DEUXItME    MEMOIRE  I 


Par  m.  Camille  JORDAN 


Tous  les  géomètres  connaissent  les  beaux  Mémoires  dans  lesquels 
M.  Gordan  a  démontré  qu'un  système  de  formes  binaires  ne  possède 
qu'un  nombre  limité  de  covariants  indépendants. 

La  détermination  effective  de  cette  limite  constitue  néanmoins  un 
problème  assez  difficile.  Nous  avons  donné,  dans  un  précédent  3Ié- 
moire  [Journal  de  LiouviUe,  1876),  une  formule  récurrente  qui  fournit 
ime  première  solution  de  celte  question.  iMais  la  limite  déduite  de  cette 
formule  est  beaucoup  trop  élevée;  sa  déterminaiion  exige  d'ailleurs 
un  calcul  assez  laborieux. 

En  serrant  le  problème  de  plus  près,  nous  avons  obtenu  une  nou- 
velle solution,  fondée  sur  les  mêmes  principes  que  la  précédente, 
mais  beaucoup  moins  imparfaite.  Nous  ariivons  en  effet,  entre  autres 
résultats,  à  la  proposition  suivante  : 

Théorf.jie.  —  Soient  n,  b,  c, . . .  un  système  de  formes  binaires  en 
nombre  quelconque,  dont  les  ordres  respectifs  ne  surpassent  pas  N. 
Tout  covariant  de  ce  système  sera  une  Jonction  linéaire  de  produits 
RST  ainsi  définis. 

R  est  un  covariant  dont  l'ordre  O  et  le  degré  1)  pai  rapport  aux  coej- 

Journ.  de  Math.  (3*  série^,  tome  V.  —  OcTOBRn  1S79.  H-l 
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ficlents  sont  limités  par  les  inégalités  suivatites  : 

0<  2N-, 

D<(9N=-0)3P-', 

1     N 
_  'ogj 

où  p  est  le  plus  grand  entier  satisfaisant  à  l'inégalité  p  —  i  " %-• 

S  est  un  proiluit  de  covarlants  dont  l'ordie  ne  surpasse  pas  2N  —  1 

et  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  2. 3?^' . 
T  est  un  produit  d' invariants  dont  le  degré  est  inférieur  à  ['j'H  —  5)3^^'. 

j4nalyse. 

§  I- 

I.  Soient  a,  h,  c,  .  .  .  j,  g- ■  •  •  f!es  for.-nes  binaires,  en  nombre 
quelconque,  mais  dont  l'ordre  ne  surpasse  pas  N;  proposons-nous  de 
déterminer  les  covariants  de  ce  système. 

Nous  répartirons  les  formes  données  en  deux  espèces.  La  première 
contiendra  les  formes  a,b,  c,  . .  ,  dont  l'ordre  surpasse  le  plus  grand 
nombre  entier  N,  contenu  dans  |  N;  la  seconde,  les  formes  y,  g,  .  . .  , 
dont  l'ordre  ^  N, . 

Soient  /?,  è.  c,  .  .  ■  les  formes  de  première  espèce;  /j,  ç,  /',...  leiu's 
ordres  respectifs;  construisons  les  covariants  à  deux  symboles  tels 
que 

[abYa':r'b'i,-', 

et  les  covariants  à  trois  syud^oies  tels  que 

( ab Y I  caf{ bc Y.  oT'^'  ^T~"'  cr""'. 

Soient  y,  9,,...  ceux  de  ces  covariants  dont  l'ordre  p  +  7  —  a^u. 
ou  /j  +  ^  +  /•—  2(z  —  2^  —  27  ne  surpasse  pas  N,.  Nous  adjoindrons 
ces  nouvelles  formes  aux  formcsy,  g, . . . . 

Soient  maintenant  à,  b\  c' , .  . .  celles  des  formes  y,  g,...,  9,  Çi 
dont  l'ordre  surpasse  le  plus  grand  entier  No  contenu  dans  f  N,; 
/',  e', .  .    les  autres. 
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Soient  (p'j  y, >  ••  ceux  des  covariants  à  deux  ou  trois  symboles 
construits  avec  les  formes  «',  b\  c\  .  . .  ,  dont  l'ordre  ne  surpasse 
pas  N, .  Nous  adjoindrons  ces  covariants  aux  formesy,  g' 

Soient  de  même  a",  b" ,  c'\  . . .  celles  desformesy,  g',  . . .  ,  ç/',  o, , . . . , 
dont  l'ordre  surpasse  le  plus  grand  entier  N;,  contenu  dans  f  No; 
/",  g", ...  les  autres.  Soient  o",  '/, , . . .  ceux  des  covariants  à  deux  ou 
trois  symboles  construits  avec  a",  b",  c",  . . .  ,  dont  l'ordre  ne  surpasse 
pas  N:j.  Nous  les  adjoindrons  aux  fornipsy^",  g": ...  et  ainsi  de  suite. 

2.  Ayant  ainsi  adjoint  au  système  des  formes  données  a,  b,c,..., 
f,  g. . . .  les  formes  auxiliaires  y,  y,, ... ,  'p',  (p\,  .  .  ,  cherchons  à  con- 
struire les  covariants  du  système  ainsi  complété. 

Chacun  de  ces  covariants  sera  une  fonction  linéaire  de  produits 
symboliques  formes  avec  les  symboles  des  formes  a,  b,  c, .  . .  ,f^  g,  . . . , 
o,  o,,...,  'f',  9,, —  Ces  produits  pourront  être  classés  d'après  le 
nombre  des  symboles  qu'ils  contiennent,  en  commençant  par  ceux 
qui  en  contiennent  le  moins.  Tout  produit  exprimable  linéairement  à 
l'aide  d'autres  produits  d'une  classe  inférieure  pourra  évidemment 
être  négligé  comme  formant  double  emploi  avec  les  précédents. 

Ce  cas  se  présentera  pour  tout  produit  P  contenant  en  facteur 
{(iby-,  a  et  b  désignant  des  formes  de  première  espèce  dont  les  ordres 
p  eX  q  satisfassent  à  l'inégalité 

lJ-+-q  —  2,y.=-N,. 

On  sait,  en  effet,  que  P  peut  s'exprimer  linéairement  à  l'aide  des 
composés  [* \  de  covariants 

(  1  )  [nbf  fC b'i-''     ( où  |7.'  =  ij.), 

avec  des  produits  formés  avec  les  autres  symboles  c,  d,  ...  qui  figureni 
dans  P.  On  a  d'ailleurs 

p  -\-  q  —  2ij!~:p  -\-  q  —  2jj.=:N|. 

[*]  Ubcrscliichungen  de  M.  Gordan.  Celle  pro|)ositi()n,  ainsi  que  les  aiUit-s  pro- 
priétés relatives  à  la  composition  des  covariants,  dont  nous  aurons  à  faire  un  fréquent 
usage,  se  trouvent  exposées  endélail  dans  la  Théorie  îles  formes  binaires  de  M.  Cleljscii. 
Nous  les  avons  leproduites  d^'ns  notre  Ménioire  de  i8'j6,  Sections  I  à  IV. 

44.. 
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Chacun  des  covariants  (i)  est  donc  une  des  formes  auxiliaires 
'p,  o,,  ....  Chacun  des  composés  au  moyen  desquels  P  est  exprimé  est 
donc  exprimable  par  les  symboles  c,  d,  ...  joints  à  un  des  symboles  ©, 
'p,,  . .  .,  lequel  remplace  les  deux  symboles  a,  h  qui  figuraient  dans  P. 
Sa  classe  sera  donc  inférieure  à  celle  de  P. 

On  verra  de  même  que  tout  produit  P  qui  contient  en  facteur 
[abY  [ca)^  {hcY ,  où  a,  b,  c  sont  des  formes  de  première  espèce,  dont 
les  ordres /j,  q,  r  satisfassent  à  la  relation 

p  +  q  +  r  —  2  a  —  2  p  —  2  Y  =  N I , 

est  exprimable  par  des  covariants  de  classe  inférieure,  contenant  cha- 
cun à  la  place  des  trois  symboles  a,  b,  c  un  symbole  de  l'une  des 
formes  s,  9,,  . . .  . 

3.  Considérons  lui  produit  P  qui  ne  soif  pas  expiimable  par  des  pro- 
duits de  classe  inférieure.  Parmi  les  symboles  qu'U  contient,  les  uns, 
a,b,c,  ...  représenteront  en  général  des  formes  de  première  espèce; 
les  autres, y,  g,  . .  . ,  9,  . . . ,  des  formes  de  seconde  espèce;  et  Ton  sait 
que  P  peut  s'exprimer  linéairement  au  moyen  des  composés  de  pro- 
duits Q  formés  avec  les  symboles  a,  b,  <;,  . . . ,  avec  des  produits  R  for- 
més avec  les  symboles^,  g, .  . . ,  y,  .... 

La  formation  des  produits  R  est  une  question  analogue  à  la  question 
primitive,  sauf  que  les  formes  qui  y  figurent  ont  pour  limite  supérieure 
de  leur  ordre,  au  lieu  de  N,  le  nombre  N,,  qui  lui  est  inférieur.  Le 
problème  étant  ainsi  simplifié  de  ce  côté,  il  conviendra  de  reporter 
notre  attention  sur  les  produits  Q. 

En  formant  ces  produits  Q,  nous  pourrons  négliger  tous  ceux  qui 
sont  linéairement  exprimables  à  l'aide  de  produits  Q,,  Q,,  .  .  .de  classe 
moindre.  Soit, en  effet,  Q  =  iu,Q,  -f-  /«^Q,  4-  .  .  unsemblableproduii. 
Tout  composé  de  Q  avec  un  produit  R  s'exprimera  linéairement  au 
moyen  des  composés  de  Q,,  Qo, .  .  .  avec  R,  lesquels  sont  évidemment 
de  classe  moindre  que  le  composé  de  Q. 

i.  Soit  Q  =  {ab)^{cn}'' .  . .  l'un  des  produits  qui  restent  à  considérer, 
et  soit  p.  le  plus  grand  des  exposants  a,  v,  .  . .  qui  y  affectent  des  déter- 
muiants.  Ou  dira  que  Q  est  de  la  u.'™"  catégorie. 
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Ce  nombre  p.  est  nécessairement  <  f  N;  sinon,  O  serait  négligeable; 
car,  pelq  étant  =  N,  on  aurait 

/;  +  7-2fx  =  |N;N.. 

Nous  considérerons  les  produits  Q  comme  d'autant  plus  simples  que 
leur  catégorie  est  plus  élevée. 

Un  produit  de  la  fj}"""  catégorie  sera  dit  réductible,  s'il  est  linéaire- 
ment exprimable  par  des  covariants  dont  chaciai  soit  ou  négligeable 
ou  d'une  catégorie  supérieure  à  /j..  Il  est  clair  que  loiit  produit  réduc- 
tible pourra  être  supprimé  de  la  série  des  produits  Q,  comme  formant 
double  emploi. 

Ces  préliminaires  posés,  étudions  les  produits  Q. 

§11. 

5.  Nous  aurons  en  premier  lieu  les  produits  à  deux  symboles,  tels 
que 

[abfa'^-'b'^/''     (où  p  +  q—  2p.>N,). 

Nous  les  désignerons   par  la  notation  K;;'',  ou  plus  simplement  K^, 
lorsqu'il  ne  sera  pas  nécessaire  de  spécifier  les  symboles  qui  y  figiu'ent. 

6.  Les  produits  à  trois  symboles  seront  de  la  forme 

(  2 )  (ab)^  icaf  ( bcf  a>:r^-'  b'^r"' c';-"-'. 

D'ailleurs  l'identité 

(3)  {ab)Cj.-\- {bc)a_^-h  {ca)b^.=  o 

permettra  d'établir  un  certain  nombre  de  relations  entre  ceux  de  ces 
covariants  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  la  somme 

u  +  [i  -i-  '/  =  n. 

Divers  cas  seront  à  distinguer  suivant  la  grandeur  de  n. 

7.  Premier  cas.—  Supposons  d'abord  que  chacun  des  entiers  p,^,r 
soit  au  moins  égal  à  n.  L'expression  (i)  sera  divisible  par  [{ca)  b^.)]^. 
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Reiiipiaçant  ce  fiicteur  par  la  quanlité  équivalente 

[—  înh)c_^  —  {!)c)n_,f', 

et  développant  celle-ci  par  la  formule  du  binôme,  on  aura  l'expres- 
sion du  produit  donné  en  fonction   linéaire  des  produits  analogues- 
qui  ne  contiennent  plus  le  fadeur  [en). 
Si  nous  posons,  pour  abiéger, 

{ab)''-'{bcya''~"-*-'b''r"c'r'  =  Q,,,, 

ces  «lerniers  covariants  seront  les  suivants  :  C,"„,  CJ,,,, ...,  C"^,..  Leur 
nombre  est  ti -\- \;  enfin  il  est  évident  que  l'identité  (3)  ne  fournit 
entre  eux  aucune  relation.  Ils  sont  donc  indépendants. 
On  veirait  de  même  qu'eu  posant 

(  bcY'-'  y  ca  y  b'[-"^''  cT"  a':'-'  =  C\,,„ , 
{en )"-'  {aby  <-"+■  n'r" bT'  -^  Q,,,,, 

les  covariants  considérés  pourroiU  s'exprimera  volonté  au  moyen  des 
n  -h  I  covariants  C','  „ ,  CJ|, „  ou  au  moyen  des  ?i  -}-  i  covariants  C,"„,,, . . . , 

Mais  on  peut  choisir  d'une  manière  |)his  avantageuse  le  système 
des  n  -h  I  covaiiants  indépendants  à  l'aide  desquels  on  se  |)ropose 
d'exprimer  tous  les  autres. 

En  effet,  si  dans  Q,,,,  on  remplace,  comme  il  vient  d'être  expliqué, 
le  produit  [(Crt)Zi,]"~^  par  sa  valeur  déduite  de  l'identité  (3),  il  viendra 

(4)  (-0"-Q,,,^ci.+(»^^^)ci  +  ...  +  ("^?)^p±''c;,,,,-f-..  . 

Posant  successivement  o  =  o,  i ,...,/,  /  étant  un  entier  quelconque 
^/?,  on  obtiendra  /  -l-  i  équations  qui  ptrmettront  de  déterminer  /+  i 
des  quantités  C'„;.,,  par  exemple  Cf,.,,', . . .  Cf,^f"*'  in  fonction  des  autres  et 
des  quantités  C,'|,;,,  .  .  ,C'„,,.  Il  fciut  pour  cela  que  le  déterminant  de 
ces  équations  ne  soit  pas  nul.  Mais  on  peut  vérifier  aisément  qu'il  en 
est  ainsi.  [Toir  notre  Mémoire  de  i8nG.  n"-  58  et  59.) 
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On  ,1  d'autre  part 

(5)  0„,,.  =  [-  [ca)b,  -  {bc)a,]'-'^{bcya':r"-''b'r"c'r" 

et,  développant  par  la  formule  du  binôme,  on  obtiendra  l'expression 
de  Q,j^  en  fonction  linéaire  de  C",,„, ....  C'l~\. 

Faisant  successivement  p  =  /  +  A'  4-  2,  . .,  «  et  posant,  pour  abréger, 
"  —  l  ~  k  —  2  =  m,  ou  aura,  par  la  formule  (5),  C';];*"^')  ■  ■  ■ ,  C",„,  ex- 
l>rimés  en  fonction  de  C"^„, . . . ,  Q;.,,. 

Donc  C",„., . . . ,  C"ft,,  pourront  être  exprimés  en  fonction  des  nou- 
veaux covariants  indépendants 

k,  l,  m  étant  trois  entiers  quelconques  non  négatifs  et  ayant  pour 
somme  n  —  2. 

On  pourra  en  particulier  choisir  ces  entiers  de  telle  sorte  qu'aucun 

d'eux  ne  surpasse  -^-  En  effet,  si  «  est  de  la  forme  3/+  2,  il  suffira  de 

poser  A  =:  l  =  in^=  i.  Si  /z  =  3  /  +  i ,  on  posera  k  =  l  =  i,  m  =  /  —  i . 
Si  n  =  3/,  on  posera  k  =  i,  l  =  m  =:  i  —  i . 

Les  nombres  A,  /,  m  étant  ainsi  choisis,  chacun  des  covariantsC"^^ , 

Q",„  sera  d'une  catégorie  au  moins  égale  à  -r-;  car  chacun  d'eux  con- 
tient en  facteur  une  des  expressions 

{ab)'-\  {ca)"-',  {bc)"-'". 

8.  Deuxième  cas.  —  Supposons  encore  p^n-,  g^n,  mais  r<^n. 
Posons  «  —  r  =  X.  L'exposant  de  c,  dans  l'expression  (2)  ne  pouvant 
être  négatif,  on  aura  r^  a  -(-  (3;  d'ailleurs  «  =  a  +  j3  +  y;  d'où  7>X. 

Les  covariants  à  étudier  contiennent  donc  tous  en  facteur  l'expres- 
sion [ab]'';  et,  pour  obtenir  les  relations  qui  existent  entre  eux,  il  suf- 
fira de  transformer  au  moyen  de  l'identité  (3)  le  facteur  compK'men- 
taire 

(6)  (  ab  )''"'  {ca/  (  bc  ffiFr^-'  //;-"'  C'.'^  -', 

auquel  on  pourra  d'ailleurs  appliquer  la  méthode  du  cas  précédent. 
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Car  la  somme  «'des  exposants  des  déterminants  y  est  égale  à  «  -  X; 
d'autre  part,  les  degrés  respectifs  p',  q',  r  de  cette  expression  par  rap- 
port à  chacun  des  symboles  a,  b,  c  sont  /?  —  ).,  ^  —  X,  r.  Ayant 

n  =  r  -hl^p'^q, 
on  aura 

Les  divers  produits  de  la  forme  (6)  sont  donc  exprimables  en  fonc- 
tion linéaire  de  «' -H  i  d'entre  eux,  dont  chacun  sera  divisible  par 
l'un  des  trois  facteurs  {ab)"'"'',  {ca)"'^',  {bc)"'~"',  si  k,  l,  m  sont  des 
entiers  non  négatifs,  ayant  pour  somme  ?i'  —  2  et  d'ailleurs  arbi- 
traires. Remplaçant  n'  par  sa  valeur  n  —  >.  et  rétablissant  le  f.icteur 
[ab)' ,  on  voit  que  les  covariants  à  étudier  s'expriment  par  des  pro- 
duits symboliques  tous  divisibles  par  l'un  des  trois  facteurs  {ab)"~'', 
[ca)'"''' ,{bc)"''^^"',  k,  l,  m  étant  des  entiers  non  négatifs  choisis  de 
nianiète  à  satisfaire  à  la  relation 


17, 


k  +  l  -^  m  :=  n  —  X  —  2 . 


On  remarquera  d'ailleurs  que  n  —  1  —  2  ne  peut  être  négatif.  En 
effet,  on  a 

/j  =  N,    7i- X  = /■>N,>^N. 

D'autre  part, 

r<n<:,p<p—  •  ; 
donc 

4 
d'où 

N>/i,     «-X>3. 

On  pourra  donc  satisfaire  à  la  relation  (7)  par  un  système  de  valeurs 

17     7  •  n  —  \ 

non  négatives  de  A",  /,  ///  qui  ne  surpassent  pas  — ;:; — 

Ces  entiers  ayant  été  ainsi  choisis,  les  produits  divisibles  par  [ca)"'''"' 
seront  négligeables.  11  suffit  pour  le  montrer  de  prouver  que  l'on  a 

p-\-  r-  2{n  —  X  —  /)^N,. 
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Mais  on  .'t 

n  — ).  — /r|(H  —  ).i  =  ^r,     /^^N,     r>7N, 

/)  -T-  r  —  1  II  —  /  —  /;</'  —  Tr/'<  yN  :-N|. 

Les  produits  divisibles  pai-  (Zr)"  '"'"  seront  également  néglige:il)les. 
Eiifin,  les  produits  divisdjles  par  [nh]"^''  seront  ilc  la  forme 

[ahf'\caf{  bc  )'  c^-  -  "  h'I  '  ''■  c''r'"\ 
où 

fj^n  -  k,      0  +  7  H-  -  =  n. 

D'ailleurs,  fj  étant  >  «,  cette  expression  contiendra  le  t'actein-  [{c(ijb_,]'^. 
En  li'  remplaçant  par  la  quantité  équivalente  [ —  [ah)Cj.  —  (hc]nj.Y  et 
développant,  on  obtiendra  l'expression  des  produits  dont  il  s'agit,  en 
fonction  linéaire  de  produits  de  la  forme 

'abY{bc)''a''r'bir^-'c':r, 
où 

î).  Troisième  cas.  —  Soit  maintenant  /)  =  «,  mais  q  <^n,  r  <^  ti.  Po- 
sons Il  —  r:=\,7i—  (j  ^  u..  Ou  aura,  comme  dans  le  cas  précédent, 
y  =  X,  et  de  même  fi  -'.  u.. 

JjCs  covariants  à  étudier  conliennenl  donc  tous  le  ù\ct.eur  [a/>j'  [ca}'  ; 
et  les  relations  qui  les  lient  résulteront  de  la  transformation  du  facteur 
complémentaire 

{ab]-'-^{c.^f-^'ibc/-n^:-'-'b'i-'--'c':r°-'\ 

où  la  somme  n'  des  exposants  des  déterminants  est  égale  k  n  —  1  —  u., 
tantiis  que  les  degrés  //,  q' ,  r'  par  rapport  i\a,  h.  c  sont  respectivement 
p  —  À  —  'J.,  q  —  X,  r  —  iJ.,  ([uantilés  au  moins  égales  à  lï .  Traitant  donc 
ce  facteur  d'après  la  niétbode  du  premier  cas,  on  l'exprimera  linéai- 
rement par  des  produits  symboliques  tous  divisibles  par  l'un  des  fac- 
teurs [abY'\  [ne)"'-',  [bc)"'-'",  où 

(  8  )  A    -h  l  -h  m  :=  II'  —   2  =  Il   —  '/.  —   IJ.  --    2. 

Joiirn.  de  MatJi.  (3"  série'),  tome  V.  —  OcTOnnr.  1879.  4  J 
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Remplaçant  //  par  n  —  1  —  a  et  rétablissant  le  facteur  [ab)''{ca)^, 
on  aura  l'expression  des  covariants  à  étudier  par  des  produits  symbo- 
liques contenant  en  facteur 

{ab  "-'•-''',   [ca]"  ■''-',  ou   {bc)"-'-'^-'" . 

D'ailleurs  /.•  —  /.  —  a  —  2  ne  peut  être  négatif.  Ou  a  en  effet 

fi-l  =  r:>  f  N,      n  -  u.  =  r/  >  I  N.      u^^p^^, 
d'où 

«  —  X  —  'j.  >  4  ^'  >  2 , 

car  on  a  N  ^>  4  [voir  la  discussion  du  deuxième  cas). 

Désignons,  suivant  l'usage,  par  E(x)  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  .V. 

Si  l'on  a 

(ui  pourra  satisfaire  à  l'équation  (8)  en  posant 

,                 .                         «  —  a           «  —  1      ^  Il  —  ?.). 
<  «  -  A  —  ,a 5- :^  < ^ 


Dans  le  cas  contraire,  on  pourra  y  satisfaire  en  posant  m=:o,  et 
donnant  à  À- et  /des  valeurs  respectivement  non  supérieures  à  E  f^-^;--) 

Si  A',  /,  m  sont  ainsi  déterminés,  tous  les  produits  syniholiques  aux- 
quels nous  avons  mniené  nos  covariants  seront  négligeables. 
En  effet,  on  aura 

P  ^  q  —  2  (  «  —  p.  —  /:)  <  N  -H  n  ~  p.  —  2  [/(  —  u.  —  \{n  —  a,  J 
Donc  les  covariants  divisibles  par  (rtè)""!^"*  seront  négligeables. 
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De  même  pour  ceux  qui  sont  divisibles  par  (crt ')"''"'. 
Enfui  ceux  qui  sont  divisible-,  par  (/;c)"^^~i'-'"  seront  négligeables,  si 
la  quantité  c/  -j-  r  —  q  ./z  —  À  —  p.  —  m"  =  >  -h  rx  +  2m  est  <|N. 

Mais,  si  ni  <z  r, ^  :  on  aura 

/  -f-  p.  ^-  -2111  <  ^"-^-l  <:^n<C  jN, 

et  si  m  =  o  on  aura 

<l  =  n  —  [j.  ;  |N,      /•  =  n  —  A  =  |N,     >i  z  N, 
d'où 

À  -h  [J.+  2 :i!  =  À  -I-  rA  =  |- N. 

10.  Quatrième  cas.  —  Supposons  enfin  p,  </,  r  tous  iiifi  rieurs  à  //  ; 
faisant  r=n  —  )>,  q  =  ji  —  p.,  p  =  n  ~  v,  on  aura 

I.es  covarianis  à  étudier  contiendront  tous  en  facteur  [nhf[ca/lf)Cj''. 
Le  facteur  complémentaire  pourra  être  traité  par  la  niélbode  du  pre- 
mier cas.  On  trouvera  ainsi  que  les  covariants  chercbés  s'expiiment  en 
fonction  de  produits  symboliques,  contenant  en  facteur  une  des  ex- 
pressions 

si  A,  /,  m  sont  des  entiers  non  négatifs  satisfaisant  à  la  relation 

(9)  /:  +  [■+-  lu  —  /i  —  1  -  -  y.  —  V  ^  2. 

Le  second  membre  de  celle  rilatiou  sera  d'ailleurs  >  o,  si  le  cova- 
riant  donné  n'est  p:is  immédiatement  négligeable.  Eu  effet,  on  doit 
avoir 

p  +  'I  -h  r  —  3/z  >  I  N, 
ou 

(10)  /,.  _X_^j  _  v>|N. 
Mais  on  a 


n  —  l  —■  / -^N,      iJ.^i,     v>  I  ; 


ll'j. 
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et  par  siiito 

N-a>fN,     N>8, 

H  —  l  -  u.  —  y  >  J  N  >  6. 

De  la  relation  fio)  on  dédnit  encore 

N  _  a  _  y  >  ■<  N,     N  —  >  -  a  >  f  N, 
d'où 

,a  +  v<[N,     >. -h/j.  <{N, 

et  enfin,  si  nous  supposons  v  ^  fx,  ce  qui  est  permis,  on  aura 

y<lN,       //  =  /J  +  V<fN. 

Cela  posé,  les  prodiiils  symboliques  divisibles  par  \ah)"  ''    '  ''  icronl 
négligeables  si  l'on  a 

p-h  <l  —  2{n  —  ij.  —  V  —  /.') <| N, 
ou 

(il)  ,u.  4- V  +  2/i;  =  -JN, 

Les  antres  produits  symboliques  le  seront  également  si  l'on  a 

(12)  ).  -h  -j  ~-  2I  ^l  N, 

(î3)    .  X  + y.+  2m  =  fN. 

Or  on  peut  déterminer  /',  /,  m  de  m:iiiière  à  satisfaiie  à  la  fois  à  ces 
inégalités  et  à  l'équation    ()). 
En  effet,  si  la  quantité 

est  positive,  on  pourra  post  r 

Dans  le  cas  contraire,  on  pourra  poser 

Ce  système  de  valeurs  satisfait  évidemment  aux  inégalités  (11^  et 
(12).  La  relation  (i3)  sera  également  satisfaite. 
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Iji  effet,  soit  »i  =  c?  :  on  aura 

d'où 

I)  autre  part,  si //;  =  o,  ou  aura 

).  -f-  u.  +  -iin  —  1  -{-  ij.  <  {  iN  . 

8  I .  Nous  oblpuous  donc  comme  résultat  de  cette  discussion  le  liiéo- 
réme  suivant. 

TiiÉORKAïf:.  —  Les  produits  à  trois  sjinboles  tels  r/ue 

{aby(,rif{/)cfai;-'-'h'i:"'-'c:r''---, 

on  X  -h  [j  -T-  "^  =  n  s'expriment  linéairement  : 

i"  Pur  des  termes  négligeables  si  deux  an  moins  des  entiers  p,  </,r 
sont  injérienrs  à  n; 

2"  Par  des  termes  négligeables  et  des  produits  de  la  forme 

( 1 4)  {abf{bcya':r-  b'ir" C, -, 

où 

j  /  /)  y  q  "  n  >■  7'  ; 

3"  Par  des  termes  négligeables  et  des  termes  de  lajorme  {\!\  )  et  des 
formes  analogues 

{caf{abYc'-'-'a[::-"b'/,-', 

{ bc  Y  (  ca  y  b1~''  c'y  a-T' , 


ou 


_  3  «  _ 

|J.  -F   V  —   77,         p.  -  ^^  ~  2  V, 


si  p,  <[,  r  sont  tons  l>  n. 

12.  Corollaire.  —  Tout  produit  sjmholiijue  V  de  cati'gor/e  •/ sera 
réductible,  s'il  est  divisible  par  [ab'y  [cafibcY,  a  -h  /5  étant        ',  y. 
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On  sait,  en  effet,  que  P  s'exprime  au  moyen  des  composés  de  pro- 
diiils  symboliques 

Q  =  [aby  [cnf  [bcf  a''r^'-'' bl-'--'' cT'^''^' , 

où  a'^iy..  /5'>/5,  y'y'J,  avec  des  produits  R  contenant  les  autres  sym- 
boles d,  e,  ...  qui  figurent  dans  P. 

Or  les  covariants  Q  s'expriment  à  l'aide  de  termes  nf''|>ligeal)les  et  de 
termes  de  catégorie  >  |  [a'  +  [î'-H  '/)  Jf  (^^  ^  /^  "i"  7)  >  V-  Ces  termes, 
composés  avec  les  produits  Q,  donneront  des  termes  négligeables  ou  de 
catégorie  >  •y. 

î.l.  TiiKORÈiiE.  —  Un  pro(biit  V  a  quatre  symboles,  tri  que 

{v.bp{  CCI  f  [bcf{  ad  f  (  bdf  (  cdf  oé'-'-^  -'  b''-''^^  -'c'r  ^"""^  ^r'"'"' , 

sera  réductible  si  le  plus  grand"/  des  exposants  a,  j's,  y,  o,  i.  Zest  moindre 
(pie  la  somme  des  cinq  mitres. 

.Si  ij  -^  c  H-  ^  =  <>,  l'inégalité  admise  y  <^  rx  -h  [i  ■+-  o  ^  ^  -h  'Ç  de- 
viendra 7  <C  a    •-  p7  et  P  sera  réductible  (12  i. 

11  en  est  évideunnenl  de  même  si  p  4-  c.  -;-  Ç  =  o. 

Enfin  la  proposition  est  évidente  si  y  "f  N,  car  on  aura  dans  ce  cas 

p-hq   -    2Y<|N, 
et  P  sera  négligeable. 

Cela  |)osé,  nous  allons  établir  que,  si  la  proposition  est  vraie  pour  les 
produits  de  catégorie  <;  y,  et  pour  ceux  de  catégorie  y  où  l'un  des 
nombres  r}  ■-'-  î  f  Ç,  ,3  -+-  a  -h  'Ç  est  inférieur  à  ).,  elle  sera  encore  vraie 
pour  un  produit  P  de  catégorie  y  où  l'un  de  ces  deux  nombres,  par 
exemple  0  -}-  £  -:-  '.',  est  égal  à  ) . 

Ce  produit  P  est  l'un  des  termes  lîu  À'™"'  composé  de  la  forme 

F  =:  {ab)-< {ca'/ibcfa':---'' b",-""' C;-^-^ 

avec  la  forme  d. 

Le  composé  lui-même  (F,  d)'  ne  différera  de  P  que  par  des  termes  de 
la  forme 

d  =  k\ahy\caf{bcf{adf[bdf[cdfa':r'  '  '''.  .  ., 
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où  ^  est  une  constante,  y',  fj',  a.'  des  nombres  au  moins  égaux  à  y,  jS.  9. 
et  dont  la  somme  est  x  -h  fi  -h  y  ■+-  i,  z  élaiit  >  o;  enfin,  0',  s\  'Ç  élant 
des  nombres  dont  la  somme  est  X    -  /. 

Le  terme  ij;  est  réductible,  par  hypothèse,  car  sa  catégorie  ^/j'  "  y,  et, 
d'autre  part,  o'-f-  a' -t-  Ç'-<  X. 

Si  donc  'F,(i/'  est  réductible,  P  le  sera. 

Mais  si  F  était  réductible,  {F,dy  le  serai!  évidetmiieut.  Donc  F  doit 
être  irréductible.  Il  faut  pour  cela  (ii  et  12)  qu'on  ait  yj2(a-i-  fj;, 
et  de  plus  que  deux  au  moins  des  nombres  />,  r/,  r,  et,  par  suite,  l'rn 
au  moins  des  nombres  p,  q,  soient  ^^a-f-pH-  y. 

Soit,  par  exemple,  ly^;  a -t- p  +  y  ;  F  (  outien:!ra  eu  facteur  (rtf)t' 6:, 
qu'on   pourra  remplacer  par  [ —  [bc  a^. —  [nh)c_^\^. 

Développant  par  la  formule  du  binôme,  on  aura  F  expriuié  linéai- 
rement par  des  termes  de  la  forme 

G  =  {abY[bc)'a'P'b'ir-'-~'c':r\ 
où 

[}.  +  V  —.a.  -I-  jS  ^-  y.     /J- Jv>  '-i;!^-  -H  i'5)>  2v. 

Ceux  de  ces  termes  où  [j.  >  y.  composés  avec  d,  donneront  des  termes 
de  catégorie  >  y. 

Restent  les  termes  où  jx  =  y,  d'où  v  =  c<  +  j*?.  Considérons  l'un 
d'entre  eux  G. 

Un  quelconque  des  termes  du  composé  (G,  r/)'  ne  différant  du  con)- 
posé  lui-même  que  par  des  termes  réiluctibles,  comme  on  l'a  vu  tout 
à  l'heure,  il  suffit  de  s'assurer  que  l'un  de  ces  termes  II,  choisi  arbi- 
trairement, est  réductible. 

Or,  si  ).5p  "•"  7  ~  2;.».  —  V,  on  pourra  prendre  pour  H  le  ternie 

{nb}\bc)\ adf{hd)'-'a!'-'-\  .., 

où  «est  un  entier  quelconque  tel  que  l'on  ait /^p  —  p.,  ).  —  i^  q  —  a  —  y. 
Ce  terme  est  réductible  ;  car  ou  a  par  hypothèse  y  <  «  +  ^  +  0*  H-  î  -r-  ^, 
ou  [}.  <  V  +  >.  ;  d'autre  part,  v^|/7,;  donc).  >■  4;x;  donc  IT,  élant  i\W\- 
sible  par  (rtè)'''(fliY/(6(Y)'~',  sera  réductible  (12). 

Soit,  au  contraire,  }.=^  p  -h  q  —  20.  —  v  +  p,  p  étant  >  o.  Nous  pren- 
drons pour  n  le  terme 

{ahfy  bc  /  (  adf-^'-  (  bdf-v-'^cdf  c'-'~'<  d[f , 
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lequel  sera  réductible,  par  fiypolhèse,  si  v  +  p  <'  /.  Or,  ou  a 

),  —  V  —  p  =  p  -i-  {j  —  2  p.  —  2Vz:,p-T-ri  —  3  u. 

avec  p  +  ([  —  2[j.|^|N  et  ^  <<  j;  .\  (sinon  H  serait  uégligeable  ^•.  doue 
l.e  lliéorème  est  donc  démontré. 

§  m. 

îi.  THÉoRi-iMK.  —  Tout  covariant  des  formes  a,  h,  c,...  est  une 
jonclion  linéaiie  de  termes  négligeables  et  de  produits  de  L'espèce  PQ. 
mi  Q  repie'senle  un  produit  de  formes  prises  dans  la  série  des  formes  a, 
h,  c,  . ..,  ou  dans  In  série  de  leurs  covariants  K,j  à  deux  symboles, 
V  représentant,  d'autre  part,  un  produit  de  l'espèce  suivante  : 

{aOf{bc)"{cdf'{dey< .  . .  aTtr^'.    . , 

où  les  exposants  p.,  v.  p., ,  v, ,  .    .  satis/o/it  aux  relations 


p.,  <  tj.i_,  —  V,_, ,       Ù  <  V,^  {pi. 


!.">.  Ce  théorème  est  évidtut  pour  les  covariaiits  à  tleux  symboles, 
et  nous  l'avons  établi  pour  ceux  qui  en  contiennent  troi'i.  Nous  allons 
voir  que  le  théorème,  étant  supposé  vrai  pour  les  covariaiits  à  /;/  sym- 
])ol(s,  le  sera  puur  ceux  à  wz  +  2  symboles. 

Il  suffira  d'établir  la  proposition  pour  un  des  produits  symboliiiues 
dont  ces  covariants  sont  linéairement  formés.  Elle  est  d'ailleurs  évi- 
dente pour  tout  ])roduil  dont  la  catégorie  serait  =  ^N,  un  semblable 
produit  étant  négligeable.  Nous  aurons  donc  prouvé  le  théorème  en 
montrant  qu'il  est  vrai  pour  les  produits  irréductibles  de  catégorie  f;., 
en  supposant  qu'il  le  soit  pour  les  pioduils  de  catégorie  ^-  ix. 

Soit  r.  =  [abY[acf . .  .  \cd)^. .  .  a''~"~'''     un  produit  de  catégorie  p.. 
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Soit  V  le  nombre  folal  de  ceux  de  ses  délerminants  qui  contiennent 
un  des  deux  symboles  rr,  h  associé  à  un  des  autres  symboles  c,  d, .  . . . 
On  sait  que  n  sera  l'un  des  termes  du  •/"'"^  composé  du  covariant 
K^*  =  {ah^a'^"'' bl"^ avec  un  covariant  <\i  contenant  les  symboles  c,  d,.  . . 

Le  théorème  sera  évident  si  v  =  o.  En  efiet,  ;:  se  réduit  au  produit 
^.'i^f.  Or  4^,  ne  contenant  que  m  symboles,  s'exprmiera,  par  hypothèse, 
en  fonction  luiéaire  de  termes  négligeables  et  de  produits  de  l'es- 
pèce PQ,  lesquels,  étant  multipliés  par  le  facteur  K"\  donneront  évi- 
demment des  produits  de  même  es[)èce. 

Le  théorème  sera  donc  prouvé,  en  général,  si  nous  montrons  qu'il  est 
vrai  pour  une  valeur  quelconque  de  V,  en  le  supposant  vrai  pour  les 
valeurs  inférieures. 

Or,  on  sait  que  le  terme-  ne  diffère  du  composé  (K'j;'',(}i)''  que  par 
(les  composés  tels  que  '  Kj^'',iJ;y  ,  où  ij/'  est  un  nouveau  covariant  à  m 
symboles, p/un  nombreau  moins  égal  a  a,  et  v'  un  nombre  inférieur  à  v. 

Chacun  de  ces  composés,  étant  développé,  donnera  une  série  de 
termes  dont  la  catégorie  est  au  moins  égale  à  p.';  elle  sera  donc  supé- 
rieure à  p.,  si  p.'>  p..  Si,  au  conîraiie,  u.'  —  [J.,  le  nombre  -/  des  déler- 
minanls  où  les  symboles  a,  b  s'y  trouvent  associés  aux  autres  symboles 
sera  <v.  Donc  le  tliéorème  sera  vrai,  par  hypothèse,  pour  chacun  de 
ces  termes. 

Le  théorème  sera  donc  vrai  j)Our-,  s'il  Teal  pour  (R"'',^';'',  et  récipro- 
quement. 

Or  ([,  ne  contenant  que  m  symboles,  s'exprime  eu  fonction  linéaire 
de  termes  négligeables  et  de  produits  PQ.  Le  couiposé  (K°', '}']■'  s'expri- 
uiera  donc  en  fonction  linéaire  de  termes  négligeables  et  de  composés 
de  l'espèce  (K;:*,PQ)''. 

Tout  revient  donc  à  démontrer  le  théorème  pour  un  quelconque  de 
ces  derniers  composés,  ou,  cequiievitnt  au  même,  pour  un  de  ses 
termes  T,  choisi  à  volonté. 

16.   Soit,  pour  iixer  Its  idées, 

P  —  {cdf'  [rle)''~ .  .  .  c:'"di~"-' . .  . , 
[j.,,  v,,...  satislaisaut  aux  conditions 

F.<8N,       V,7|/J.,,       fAo=/X,   -   V,,        ..   . 
Jutirii.  de  Math.  (3^  série),  tome  V.  —  Novi;mbre  1879.  4O 
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(Mioncées  au  théorème.  Soient  toujours  /;,  r/,  r, . . .  les  ordres  des  formes 
a,  h,  c,  .  .  .,  et  supposons,  ce  qui  est  permis,  </q/^. 

Parmi  les  termes  du  composé  (K;;*,  PQ)^  nous  en  choisirons  un  T 
où  le  délerminant  [hc)  figure  à  la  phis  haute  puissnnce  [)OSsible. 
Cette  puissance  sera  évidemment  égale  au  |)lus  petit  des  trois  nombres 
V,  (j  —  a,  r  —  fj., . 

i"  Si  /■  —  y.,  n'est  supérieiu-  ni  à  v  ni  à  (y  —  ;j.,  le  terme  en  question 
contiendra  en  facteur  {aby^bcf-^'^cd)'''. 

Ce  terme  sera  négligeable  si  y.>f  N.  Dans  le  cas  contraire,  on  aura 

''  —  :J-i  +  jJ-,  =  r  >  f  N  >  rj.. 

Donc  ce  terme  sera  réductible  (i3);  et  le  théorème,  étant  supposé 
\rai  pour  les  covarinnts  de  catégorie  >>|j.  au  moyen  desquels  T  est 
exprimé,  sera  vrai  pour  T. 

2"^  Admettons  en  second  lieu  que  q —  a  ne  soit  supérieur  ni  à  v  ni 
à  /■  —  ,a,.  Le  terme  considéré  contiendra  en  facteur  [aby  [hc)''~^ 
et  sera  réductible,  si  l'on  n'a  pas  iJ.Z,2[q  —  u-)-  1'  le  sera  également 
si  l'on  n'a  pas  /;  -f-  (7  —  2/jl  >  |^  N  et  a  fortiori  2(7  —  p.)  >  |  N.  Mais 
ces  conditions  réunies  donneraient  a>-|N,  et  le  terme  serait  négli- 
geable 

3"  Admettons,  comme  dernière  hypothèse,  que  v  soit  moindre  aue 
'/  —  u.  et  /  —  7.,.  On  aura 

T  =  {nb/{bcY{c({;'''[({ej''.  .  .  a'^\  . .  Q. 

Ce  terme  étant  divisible  par  (^ab  fihc'y  ainsi  que  par  {ab  ,^bcY  («// ■ 
sera  encore  réductible  si  l'on  n'a  pas  v^-{  u.,  a  "  v  +  y.,  (12  et  15).  Mais, 
si  ces  conditions  sont  satisfaites,  il  satisfera  à  l'énoncé  du  théorème. 


IV. 

17.  THEor.ÈMii  —  'fout  covctriant  du  s)  s/èiiie  a,  b,  r.,  .  .  .,J,  i^, .  . .  , 
y,  y,,...,  y',  çj'i,...  est  nue  Jonction  linéaire  de  produits  RST  aimi 
définis  : 

R  représente^  on  l'unité,  ou  un  produit  symbolique,  tel  que  son  ordre 
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soit  injérietirà  iW  et  que  la  somme  de  so?i  ordre  et  de  son  degré  soif 
iiijérieure  à  9 IN"  ; 

S  est,  ou  l'unilé,  ou  un  produit  de  facteurs  dont  chacun  est  l'une  des 
formes  du  système,  ou  l'un  de  leurs  co^'ariants  du  second  degré,  tel 
que  [a!)  '■' a''^""  hl'^ ,  d'ordre  au  moins  égala  2. 

T  est,  ou  l'unité,  ou  un  produit  d'invariants  dont  chacun  a  son  degré 
iujé rieur  à  •j'N  —  5. 

18.  Le  tliéorème  est  (''videiit  si  N  =  i .  En  effet,  des  formes  données 
rî,  6,  c, . .  . ,  qui  sont  tontes  linéaires,  le  procédé  du  n"  1  permettra  de 
déduire  les  formes  auxiliaires  œ  ==  {ah),(p,  =(rtc),...  d'ordre  zéro.  Or 
on  sait  que  tout  covariant  du  système  est  inie  fonction  entière  de 
a,  b,  c, . . .,  (p,'s,, .  . .:  ce  sera  donc  une  fonction  linéaire  de  produits  S. 

Le  théorème  est  encore  évident,  quel  que  soit  N,  pour  les  cova- 
riants  du  premier  degré,  lesquels  se  rcduiseni  aux  formes  a,  b,  c, . . ., 
/,  g, .  .    ,  o, .  .  .  du  système. 

19.  Nous  allons  démontrer  que  le  tliéorème  est  vrai  pour  les  cova- 
riants  de  de^ré  â  correspondant  à  une  valeur  déterminée  de  N  s'il 
est  vrai  :  i"  pour  les  covarianls  correspondant  à  de  moindres  valeuis 
de  N;  2°  pour  les  covariants  correspondant  à  la  valeur  donnée  de  N, 
niais  de  degré  <'  5. 

Tout  d'abord  ce  théorème  aura  lieu  pour  tout  covariant  (de  degré  0  , 
(pii  soit  un  produitde  deux  facteurs, dont  l'im  est  de  la  forme  S,  ou  de  la 
forme  T,  ou  plus  généialement  de  la  forme  ST.  Soit  nt  en  effet  S'  T'  ce 
facteur;  S' T'.U  le  covariant  considéré.  U  étant  de  degré  moindre  que 
le  proposé  sera  une  fonction  linéaire  de  termes  RST;  le  covariant  pro- 
posé s'exprimera  donc  par  des  termes  S,T,RST.  Mais  le  produit  SS, 
de  deux  facteurs  de  l'espèce  S  est  évidemment  de  même  espèce;  de 
même  le  produit  TT,  est  évidemment  de  l'espèce  T;  doncS|T|RST 
sera  de  res|)èce  RST. 

En  second  lieu,  le  théorème  sera  vrai  pour  tout  covariant  négli- 
geable; car  il  est  vrai  par  hypothèse  pour  tous  les  covariants  de  classe 
inférieure  au  moyen  desquels  on  peut  l'exprimer. 

20.  Cela  posé,  on  sait  que  les  covariants  du  système  a,  b,  c,..., 

4C.. 


364  C      JORDAN 

/,  ^',....  y,  fi,...  s'oblieiiiienl  en  composant  les  produits  PQ  définis 
an  n°  14  avec  des  covariants  des  formesy,  g, . . . ,  (p,  (p,, . . . .  L'ordre  de 
ces  dernières  formes  ne  pouvant  surpasser  N,,  quantité  moindre  queN, 
le  théorème  sera  applicable  à  leurs  covariants,  lesquels  seront  de  la 
forme  R,S,T,,  l'ordre  O,  de  R,  étant  <  2NJ  <|N-,  et  la  somme  de 
son  ordre  et  de  son  degré  D,  étant  <  9NJ  <  ri''^"- 

Chacun  des  facteurs  qui  conslituent  le  produit  S,  est  du  premier  ou 
du  second  degré;  d'ailleurs  ce  facteur  est,  ou  l'une  des  formes  /, 
g, . . . ,  f, . . .  dont  l'ordre  J  N,  ou  un  composé  de  deux  de  ces  formes 
dont  l'ordre  sera  2N,  —  2  dans  le  cas  le  plus  favorable  où  les  deux 
lormes  seront  d'ordre  N,  et  où  il  n'existe  qu'un  seul  déterminant  dans 
le  produit  symbolique. 

Donc  cet  ordre  ne  pourra  surpasser  le  plus  grand  des  deux  nombres 
N,,  aN",  —  2. 

Enfin  les  invariants  T,  seront  d'un  degré  <;  7N,  —  5  <  7N  —  5. 

21.  Considérons  d'autre  part  le  produit  PQ.  Chacun  des  facteurs 
de  Q  a  pour  degré  i  ou  2;  son  ordre  w  est  >  N,^2,  mais  il  ne  peut 
surpasser  a  N  —  2. 

Enfin  P  est  de  la  forme 

{a!>;'  [bc)'{cdf  {clef  . .  .  n'l-\  . . 
où 

/^<8N,     [xl^,     v'  =  ,a-v,      .... 

Si  N<::^4i  on  pourra  supposer  que  P  se  réduit  à  l'unité.  En  effet, 
ou  aura,  en  vertu  des  inégalités  précédentes,  |x  =  i,  v  =  o.  Donc  P  est 
un  covariant  du  second  degré,  qu'on  pourra  réunir  aux  fadeurs  ana- 
logues que  contient  le  produit  Q. 

Soit  au  contraire  N>4- 

Les  nombres/;.,  p.',.  ..  formant  une  suite  décroissante,  leur  nombre 
ne  peut  surpasser  p.  :  le  nombre  D  des  symboles  qui  figurent  dans  P 
sera  donc  ^  2 p.  •<  \  N. 

Quant  à  l'ordre  O  de  ce  covariant,  il  sera  égal  à 

ap.N  —  2  [fji,  -j-  I  4-  (p.  —  1)  -h  I  +  (p.      2)-f  . . .  ] 

—  2/JI.N    —  tX  (p.  -h-  I  )  —  2  (p.  —   I  ) 
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dans  le  cas  le  plus  favorable,  où  l'on  pose  v  =  i,  >J.'  —-  iJ-  —  r,  v'=  i, 

'x"=  u.  —  2,  . . .  ,  et  où  a,  b,  c,  ...  représentent  des  loi  mes  d'ordre  N. 

„  .  ?,N  —  3  , 

Cette  expression  serait  maximum  pour  p.  =  >    valeur    non 

inférieure  à  la  limite  |  N  du  nombre  p.. 

La  limite  supérieure  de  O  s'obtiendra  donc  en  posant  [j.  —  -|,  ce  qui 
doniieia 

et  pour  la  somme  de  l'ordre  et  du  degré  de  P 

0  +  D<-^N=-  |N  -+-  2. 
N  étant  l>  3,  on  aura  |  N  >  2,  el  par  suite 

Celte  limite  est  encore  applicable  au  cas  où  N  serait  ^3,  car,  P  étaut 
égal  à  l'unité,  ou  aura  O  =  o,  D  ^r::  o. 

22.  Ces  préliminaires  posés,  nous  avons  à  établir  que  tout  composé 
tel  que 

[PQ,  R.S.T,]* 

est  linéairement  exprimable  par  des  termes  delà  forme  RST. 

Cette  proposition  sera  vraie  si  T,  diffère  de  l'unité;  car  le  composé 
est  un  produit  de  deux  facteurs  [PQ,  R,S,pet  T,,  dont  le  dernier  est 
évidemment  de  l'espèce  T. 

Il  ne  reste  donc  à  considérer  que  le  cas  où  T,  =  1. 

La  proposition  est  encore  évidente  si  >.  =  o;  car  le  composé  se  ré- 
duit au  produit  PQ.R.S,  =  PR,.QS,. 

Or  PR,  e.st  un  covariaiit  de  l'espèce  R,  car  son  ortlre  O  ■+-  O,  ett 
inférieur  à  l"!  N" -H  f  N^<C  2N-.  D'autre  part,  la  somme 

0  +  D  +  O,  +  D, 

de  son  ordre  et  de  son  degré  est  inférieure  à  —  N' +  f^N'' <  gN^. 
D'ailleurs  QS,  est  évidemment  de  l'espèce  S. 

25.  Soit  donc  T,  =:  i,  el  posons,  pour  abréger, 

[PQ,  R.S,]^=U. 
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Nous  ;illons  démontrer  que  le  ihéorème  est  vrai  poui'  l  ,  s'il  l'est 
pour  les  composés  analogues  où  l'ordre  de  la  composition  est  infé- 
rieur à  X. 

Si  le  lliéorème  e>l  vrai  pour  un  des  termes  du  composé  U,  il  sera 
vrai  pour  U  ;  en  effet,  U  s'exprime  au  moyen  de  ce  terme  et  de  com- 
posés [A,BJ*',  où  X'  •<  X,  A  étant  un  covariant  des  formes  «,  Ik  c,  et  B 
un  covariant  de>  formes/,  g, . .  . ,  '^,  çp,,  . .  .  . 

Or  B  peut  s'ex|)rimer,  par  hypothèse,  par  des  termes  <le  respéce 
1\|S,T,.  D'autre  part,  A  s'exprime  par  des  termes  négligeables  et  îles 
termes  de  l'espèce  PQ. 

Mais  s>i  l'on  compose  un  terme  négligealde  avec  un  terme  R,S|T|, 
on  obtiendra  lui  covariant  négligeable,  auquel  le  théorème  s'a|>pliqne, 
par  hjpolhèse.  Il  s'applique  également  aux  composés  des  termes  PQ 
avec  les  termes  R,S,T,,  lorsque  l'ordre  X'  de  la  composition  est     '  X. 

Tout  revient  donc  à  |irouver  que  le  théorème  est  vrai  jjour  un 
terme  V  choisi  arbitrairement  dans  U. 

Désignons  par  O,  ii,  (),,  Ù,  les  ordres  respectifs  des  covai  ian'.s  1*,  Q, 
Ri,S,;  par  1^,  A,  D,,  A,  leurs  degns.  On  aura 

D  <  I  N, 

o<iiîs%        o,<2N^c^N^ 

^  +  D<-^S-,     O, -f- 1).<9N7<-^1N-. 
On  anr.i  en  outre 

car  Q  el  S,  sont  des  pioluits  de  facteui's  dont  chacun  a  son  ordre 
au  moins  égal  à  son  degré.  En  effet,  les  facteurs  de  Q  ont  poirr  degré 
I  ou  2,  et  leur  ordre  est  >  N,  ^  2.  Ceux  de  S,  ont  également  pour  degré 
r  ou  2,  et  leur  ordr-e  est  au  moins  égal  à  leur  degré,  d'api'ès  l'énoncé 
du  théorème. 

Soient  d'ailleurs  O'  <'t  1^'  l'oi'dre  el  le  degré  de  V.  On  aura 

O'  --^  O  -f-  9.  -;-  O,  n-  n,  -  2X, 
G'  -h  D'  :^  O  +  il  +  O  -h  12  —  2X  +  D  +  A  +  D,  +  A,. 
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2i'.    Divers  cas  seront  ;i  liistinguer  ici  ; 

Premier  cas.   —  O  et  S,  se  récluisent  à  ruiiiié.  On  nai;i 

0  =  A  =  n,  ==  A,  =  o, 
O' =()  +  (),-  9/,  <||N--^|N-<2N^ 
()  -+-D'=0  +  0,-2>,-t-l)  +  D,<|fN^4-^N^<9^^ 

Donc,  de  quelque  manière  qu'on  choisisse  le  terme  V,  il  sera  de 
l'espèce  R. 

25.  Deuxième  cas.  —  S,  se  réduit  à  l'unité,  Q  étant  différent  de 
Iniiilé.  On  aura  fl,  =  A,  =  o. 

Soient  A  l'un  des  facteurs  de  Q,  oj  son  ordre,  lequel  est  ^2N  —  a 
et  7:  û.  Si  X^  O  -f-  fi  —  cj,  on  pourra  choisir  le  terme  V  de  telle  sorte 
qtie  la  composition  y  porte  exclusivement  sur  les  facteurs  du  cova- 
riant  PQ  autres  que  A,  flont  l'ordre  total  est  O  -I-  fi  —  w.  V  contenant 
en  facteur  le  covariant  A,  qui  est  de  la  foni:e  S,  le  théorème  sera 
établi. 

Si  /,  >  O  -i--  fi  —  w,  on  aura 

O'  <  O  -h  fi  +  O,  -  2  (O  4-  fi  ~  oj  ) 

<  O,  +  00  -  (fi  -  oû)  -  O  <  |N-  +  2N  -  2  <  aN-, 

O'  -t~  D'  <  O  4-  fi  H-  O,  -  2  ;0  +  û  -  (io)  +  D  +  A  -h  D, 
<(0, -(-D,)+  D-4-  2w  -O  -  (fi- A) 

<i-7rN'H--^N-i- 2(2N  -  2):;9N-.      • 

Donc  V  sera  de  l'espèce  11. 

20.  Troisième  cas.  —  Q  se  réduit  à  l'unité.  S,  différant  tle  l'unité. 
On  aura  12  =  A  =  o. 

Soit  B  l'un  des  facteurs  de  S,;  w,  son  ordre,  lequel  sera  'fi,,  et  ne 
pourra  surpasser  le  plus  grand  des  tleux  nombres  N,,  aN,  —  2. 

Si  \  ^  0(  H-  fi,  —  W|,  on  |)Ourra  choisir  le  terme  V  de  telle  sorte  que 
la  composiiion  porte  exclusivement  sur  les  facteurs  du  produit  RS 
antres  que  13.  V  contenant  H  en  facteur,  le  théorème  sera  établi. 
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Si  '/.  >  O,  -f  fi,  -    w,,  on  aura 

(3'<0  -4-0,  +  Û,  -  2^0,  +  fi,-  w,) 

•::  o  -f-  «,  -  (fi,  -  0,,) -  O,  < UN'  -  ",  <  2î^^ 

0'+D'<0  +  0,  +  fi,  —  2(0,4- fi,-  U,)  +  D-rD.-r  A, 
<'(0-f-D]  +D, +  20j,-O, -(O,- A,^ 

Donc  V  sera  de  l'espèce  R. 

27.  Qiialrième  cas.  —  Q  et  S,  diffèrent  de  l'unité. 

Soient  A,  A,,  Aj,  ..  .,  A,„  et  B,  P ,  B„  les  facteurs  dont  le  produit 

forme  respectivement  Q  et  S,  ;  soient  w  l'ordre  de  A,  w,  celui  de  B.  On 
verra,  comme  dans  les  deux  cas  précédents,  que  le  théorème  est  vrai 
si  ).  ne  surpasse  pas  chacun  des  deux  nombres  O  -h  fi  —  a>  et 

O,  -I-  û,  —  cj,. 

Supposons  donc  X  plus  grand  que  ces  di  ux  nombres,  et  a  fortioii 
).  >  û  —  oj  et  >  fi,—  to,. 

Soient  s  le  plus  élevé  des  ordres  des  facteurs  A,,  Ao,  ....  A,„; /'>,  le 

|)lus  élevé  des  ordres  des  facteurs  B,,  B., B„.  Nous  allons  cléinou- 

trer  que  le  théorème  est  vrai  si  l'on  a  à  la  fois  niyp,—  i,  nz:,p  —  i. 

Admettons,  en  effet,  que  ces  deux  inégalités  soient  satisfaites,  et 
considérons  les  produits  successifs 

Q-AA,...Ap,,     Q,  =  A,...Ap,,     ....     Q,.=  A^.. 

Leru's  ordres  respectifs  a,  p.,,  ..../-'.',  forment  une  suit;'  d'entiers  décrois- 
sante où  la  différence  enire  deux  termes  consécutifs  ne  surpasse  pas  o, 
et  dont  le  dernier  terme  ne  surpasse  pas  p.  Considérons  de  même  les 
produits 

.y  =  BB,...Bp,     .y,  =B,...B,^ s^  =  B,. 

Leurs  ordres  v,  v,,  . . .,  Vp  forment  une  suite  d'entiers  décroissants,  où 
la  différence  de  deux  termes  consécutifs  ne  surpasse  pas  p,.  et  dont  le 
premier  terme  est  au  moins  égal  'd  p  +  i ,  nombre  des  facteurs  B, 
B,,  ...,  Bp. 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  v  =  p.;  on  aurA  a  Jortiori  v,  <  jj., 
Vo  <  /x, 

Soit  en  gênerai  p-^.  celui  des  termes  de  la  suite  fJt,,  /x,, p.^  qui  est 

égal  ou  immédiatement  supérieur  à  v,-;  les  p  différences  a,,  —  v,,  . .  . , 
a,,_  — V,,  ...    sont  des    entiers  <  p.    En   eflet  ,    on    ;t    par    hypotlièse 

tl'où 

;j,„.  —  V/  <  U-v.  —  p-v  .n  <  ^<3. 

Donc  l'une  de  ces  différences  est  nulle,  ou  deux  d'entre  elles  sont 
égales. 

Si  l'on  a  u.,,  —  v,=  o,  les  deux  produits 

Q,-=  h,...h^,     et     J-,  =  B,...Bp 

auront  le  ii  ème  ordre. 

Si  l'on  a  fJt,,  —  v,  =  a,,^  —  v^,  d'où  p..,^—  'J-,^  =  v,  —  v^,  les  deux  pro- 
duits 

A,..  ..A,,     et     B,.  ..B^ 

auront  le  mèmeordie 

Cet  ordre  7:  est  d'ailleurs  au  plus  égal  à  i),  —  «,.  Car  S,  a  pour  ordre 
û,  et  le  produit  B,.  ..BpOu  B,.  ..Byi  ne  contient  qu'une  partie  dt^s  f.ic- 
teiirs  de  S,  ;  il  y  manque  notamment  le  facteur  B,  d'ordre  «,.  Ayant 
d'ailleurs  ).  >  i2,  —  w,,  on  aura  ).  >  t:. 

Cela  posé,  nous  pourrons  prendre  pour  V  un  terme  du  composé  où 
les  7:  facteurs  linéaires  du  produit 

A., . .  .Av^     ou      A,,.. .  .Aç,^ 

soient  composés  avec  ceux  du  produit  B,.  .  B/t  ou  B,.  .  .Dr,-  Cette  com- 
position donnera  comme  facteur  dans  V  un  invariant  I,  dont  le  degré 
sera  la  somme  des  degrés  des  deux  produits  considérés. 

(3r  le  premier  de  ces  produits  contient  au  plus  ,0,  +  1  fadeurs  ;  le  se- 
cond en  contient  au  plus  p.  Chacun  de  ces  facteurs  est  du  degré  1 
ou  Q.  Donc  le  degré  ô  de  l'invariant  sera  ^2(p  -f  p,-h  i). 

Joiirn.  lie  Math.  '.Ji'  série),  tome  V.  —  Nu\F.5iBi;U  i^;y  47 
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On  a  d'ailleurs  ^  ^2N  —  2;  quant  à  p,  il  ne  peut  surpasser  le  plus 
élevé  (les  deux  nombres  N,,  aN,  —  2. 

Si  donc  on  a  N  >  2,  d'où  N,  >  1 ,  on  aura 

ô  =  2(2N  —  2 -1- 2N1  —  2  4- i)57N  —  6. 

SiN  =  2,  d'où  N,  =  I, 

â  =  2(2  +  I  4-  ij'/N  —  6. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  5  <  7N  —  5.  L'invariant  I  sera  donc  de  l'es- 
pèce T,  et,  V  contenant  I  en  facteur,  le  théorème  lui  sera  applicable. 

28.  Il  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  l'on  a  l'une  des  deux 
inégalités 

mz-  p,  —  I ,     ''  <  p  —  I  • 

i°Soil  d'abord  m"  pi  —  I.  Le  produit 

Q  =  AA,...A„, 

contenant  au  pins  p,  facteurs  dont  l'ordre  ne  surpasse  pas  p  et  dont  le 
degré  ne  surpasse  pas  2,  on  aura 

D'ailleurs, 

X>O,  +  Û,-0),>O,  +  Û, -p,, 
X  >  O  +  iî  —  w  >  O   -I-  12  --  p, 
O'  =  O  -f-  n  +  O,  +  il,  -  2X  <  p   -^-  p, . 

Si  N  =  2,  on  aura 

|3^2N  — 2=2,     pi"i,     0'<3<2N-. 

Si  N  >  2,  on  aura 

pr,  2N-2,     p,^2N,  -  a^fN- 2,     0'=^|N  -4<  2N'\ 
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D'autre  part,  on  a 

0'+D'=0  -I-  i>  4-  O,  ^û,  —  2>.  +  D  +  A-4-  D,  +  A, 

<  O  +  i2  +  O,  +  i2,  -  2(0,  +  0,  - p,)  +  D  +  A  +  1),  -\^  A, 

<(0-l-D)  +  (ii  +  2|5,  + A)  +  D,  -fi],_  A,j  -  O, 

Mais  si  N  >  2,  on  a 

P  <  2N  —  2,     j5|  =  '^N,  —  a, 
{p  +  4)(5,-<(2N  +  2)  (2N,  -  2)< /iNN,  <  HN'-', 

inégalité  qui  stibsislcia  encoie  si  N  =  2,  d'où  |5  =  2,  p,  ^  i. 
(-)n  en  conclut 

()'+D'<N=(H-  +  3  +  fi)<9W'- 

Donc  V  sera  de  l'espèce  R. 

2°  Soit  enfin  ri^^p  —  i.  On  trouvera  de  même 

n,lppn     Ar^2p,,     0'<p  +  p,<2N-, 
0'+D'<(OH-n.j  +  (ii.  +  2p  +  A,)  +  D-(i2-A)  -  O, 
<fiN=  +  p(p,  +  4)  +  |N<9Ts^'->. 

Donc  ici  encore  V  sera  de  l'espèce  R. 

§  V. 

29.  Il  résulte  de  l'analyse  précédenle  que  les  covariants  d'un  sys- 
tème quelconque  de  formes  dont  les  degrés  ne  surpassent  pas  N 
s'expriment  linéairement  par  des  produits  tels  que  RSiS,.  .  .  ,T,  ï„,  ..., 
où  R  contient  moins  de  9  N"  symboles,  S,,  So,  ...  n'en  conte- 
nant pas  plus  de  deux,  e(  T,,  To,  ...  en  contenant  moins  de  7N —  5. 
Mais,  pour  arriver  à  ce  n'sultat,  il  a  fallu  adjoindre  aux  formes  don- 
nées a,  b,  c, . . .  ,y,  g,  ■  ■  ■  des  formes  auxiliaires  o,  ©,.  .  .  . ,  o' ,  y', ,  .  . .  . 

Pour  connaître  le  degré  des  fadeurs  R,  S,,  Sa,  ...  ,  T,,  '\\,  .  . , ,  rela- 
tivement aux  coefficients  des  formes  primitives  a,  b,  c,  .  .  .  ,J,  g, . . . ,  il 
est   nécessaire  de  se  rendre  compte  du  degré  des  formes  auxiliaires 

47- 
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Les  premières  formes  auxiliaires  y,  <pi,...  sont  des  covariants  du 
degré  3  au  plus  et  d'ordre  ^  N,  des  formes  a,b,c,...  du  système 
dont  l'ordre  surpasse  N,. 

Puis  on  aura  une  seconde  classe  de  formes  auxiliaires  9',  9i,  .., 
on  prenant  les  cov;uiants  de  degré  2  ou  3  et  d'ordre  ^^N^  =  £(4  N,) 
de  celles  des  formes^,  g,   ■  ■ ,  9,  (?,,•••  dont  l'ordre  surpasse  No. 

Ces  nouvelles  formes  pouvant  élre,  dans  le  cas  le  plus  défavorable, 
du  troisième  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  9,9,,...,  qui  sont 
eux-mêmes  du  troisième  degré  par  rapport  à  ceux  des  formes  primi- 
tives, pourront  être  de  degré  3-. 

On  obtiendra  ensuite  de  nouvelles  formes  auxiliaires  y",  o", , . . . , 
d'ordre  ^Nj  ^E{'}  N^)  et  dont  le  degré  pourra  être  3^  dans  le  cas  le 
plus  défavorable. 

En  continuant  ainsi,  on  arriverai  un  nombre  Nç^,  qui  ne  surpasse 
pas  4-  Supposons  Np  =  4.  ce  qui  est  le  cas  le  plus  défavorable.  Les 
nouvelles  formes  'jP,  s'p  que  l'on  introduira  à  ce  moment  pourront 
avoir  pour  degré  3?^'  ;  et  leur  ordre  ne  surpassera  pas  2.  Cansi  ]Np=  /), 
leur  ordre  ne  peut  surpasser  Np^,  =  3.  D'ailleurs  ce  sont  des  cova- 
riants d'un  système  de  formes  d'ordre  4;  leur  ordre  est  donc  un 
nombre  pair  :  donc  il  ne  peut  surpasser  2  =  N^^n- 

Les  formes  f^*' ,  f"'''^\  •  • ,  qu'on  introduira  ensuite,  étant  des  cova- 
riants des  formes  du  système  ou  des  formes  précédemment  adjointes 
dont  l'ordre  ne  surpasse  pas  Np+i,  mais  est  supérieur  à  Np+^o  =  2,  ne 
contiendront  pas  les  syndjoles  des  formes  ipP,  9'P,  . . . ,  mais  seulement 
ceux  des  formes  précédentes,  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  3?.  Donc 
le  degré  de  '^P',  'f'^"^', ...   ne  peut  surpasser  3^^'. 

On  aura  ensuite  à  introduire  des  formes  o^^-,  <p'P"-,... ,  covariants 
de  celles  des  formes  précédentes  dont  l'ordre  est  <Np+2i  '"-Tis  >  '^p+3- 
Le  degré  de  ces  nouvelles  formes  ne  surpassera  pas  3^  -  cl  leur  ordre 
ne  surpassera  pas  ]Np+:,  qui  est  égal  à  i.  Mais  Np+o  =  2,  Np+3  =  i  ; 
donc  çP^",  ç'P"-,...  étant  des  covariants  de  formes  d'ordre  2,  leur 
ordre  sera  pair;  donc  il  se  réduira  à  zéro  et  f^"^-,  ç'^^",  .  •  •  seront  des 
invariants. 

Enfin  nous  aurons  à  introduire  les  formes  ipf^^  ç'^'^',  •  ■  •  >  provenant 
de  la  combinaison  des  formes  linéaires  du  systèmes,  b,  c,. . . ,/,  g,. . . 
V,  «>',...,  43P+',  œ'P^',  ....  Ces  nouvelles  formes  seront  des  invariants 
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contenant  deux  symboles  dont  chacun  représente  une  forme  de  degré 
3f^'  au  plus.  Donc  if'^*',  ç'^"^',  . . .  seront  de  degré  2.3^^'  au  plus. 

Les  quantités  o^^',  (p'^"*'- , . . .  ,  o^^'"',  o''^'^^,...  étant  des  invariants, 
leurs  symboles  ne  pourront  pas  figurer  associés  avec  d'autres  dans 
l'expression  des  covariants  R,  S,,  So,  • .  .,  T,,  T.,, .... 

Donc  les  symboles,  en  nombre  <<  9N-  —  O,  que  R  contient  représen- 
teront des  formes  de  degré  3^"^'  au  plus.  Donc  le  degié  de  R  sera  infé- 
rieur à  (gis-  -0)3P+'. 

De  même,  les  covariants  à  deux  symboles  S,,  Sj.  . .  seront  d'un 
degré  non  supérieur  à  2.3^+'. 

De  même  encore  des  invariants  T,,T^,...,  qui  contiennent  plus 
d'un  symbole  auront  leur  degré  inférieur  à  (7N  — 5)3^*'. 

Quant  à  ceux  qui  ne  contiennent  qu'un  symbole,  leur  degré  ne 
|)ourra  surpasser  S'"^-,  quantité  ■<(7N  —  5)3^^'^',  siN>2. 

Il  sera  aisé  de  calculer  le  nombre  p  pour  une  valeur  quelconquede 
N  en  formant  la  suite  des  nombres  N,  N,,  Nj, ....  On  peut  d'ailleurs  lui 
assigner  une  limite  supérieure.   On  a  en  effet 


N,<^;N,     No     JN,, 


d'où 


io"  — 
»  3 


^  VI. 


30.   Les  limites 

0<2N-,     D<(9N=-0)3P+', 

trouvées  plus  haut  pour  l'ordre  et  le  degré  des  covariants  indépen- 
dants d'un  système  de  formes  d'ordre  ;;N,  se  recommandent  par  leur 
simplicité;  mais  elles  sont  encore  trop  élevées  et  pourraient  aisément 
être  resserrées  par  une  analyse  plus  précise. 

Occupons-nous,  par  exemple,  de  déterminer  une  nouvelle  limite 
pour  O. 


Sy/f  C.    JORDAN, 

La  méthode  que  nous  allons  suivre  clans  ce  but  préseiUe  la  plus 
grande  analogie  avec  celle  que  nous  venons  d'exposer  dans  les  para- 
graphes précédents.  Nous  pourrons  donc  abréger  un  peu  les  dénion- 
slralions. 

51.  Soient  a,  b,  c^ .  .  .  ,  c,  J, . . .  un  sysième  de  formes,  dont  l'ordre 
ne  dép.Ksse  pas  N.  Formons  lescovariants  A,  P.,  ...  de  ce  système  dont 
l'ordre  ne  dépasse  pas  N  et  adjoignons-les  au  système  primitif.  Tout 
covariant  du  système  proposé  sera  un  covariant  du  sysième  rt, /;,  c,..., 
<%  y, .  .  .  ,  A,  B, .  . ,  et  pourra  être  exprimé  de  diverses  mauièrf  s  jiar 
les  symboles  de  ces  diverses  formes. 

Nous  considérerons  comme  négligeable  tout  covariant  qui  peut  s'ex- 
primer par  d'autres  covarianis  contenant  moins  de  symboles. 

52.  Soient /j,  q,  /',...  les  ordres  respectifs  des  formes  a,  b,  c, .  .  .  , 
<?,y, .  .  . ,  A,  B,  . . . .  Tout  produit  symbolique  P  qui  contient  en  facteur 
(rt^/"sera  négligeable,  si  p  -\-  q  —  2/72^  N;  car  il  s'exprime  par  les  com- 
posés de  covariants  [ah)'"' n'^^'"' h'',~""[o\\  in'z,m)  avec  des  covariants 
contenant  les  autres  symbo'es  de  P.  Or,  chacun  des  premiers  cova- 
riants, ayant  pour  ordre/?  -\-  q  —  2m' ^N,  est  une  des  formes  auxiliaires 
A,  B, . .  .  .  Introduisant  le  symbole  de  cette  forme  à  la  place  des  deux 
symboles  rt,  b,  on  aura  diminué  le  nombre  des  symboles. 

En  particulier,  tout  covariant  qui  contient  un  facteur  («6)'"  sera 
négligeable,  si  m~4^Ni  car,  p  et  q  étant  ^N, /j  -}- q  —  im  sera  ^N. 

55.  Considérons  maintenant  un  covariant  R  du  troisième  degré 
tel  que 

{ahY{caf[bcfa>:-'-°hir''-'c':r^K 

Posons,  pour  abréger,  a  -l-  ^  -h  7  =  7i. 
Si  p,  q,  /'sont  tous"  «,  posons 

{abf-''[bci'a'r"''bi.-"c'r'  =  C.;,,,; 

le  covariant  K  pourra  s'exprimer  (n"  7)   en  fonction  linéaue  de  ceux 
des  covarianis 
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Dans  le  cas  contraire,  K  sera  négligeable.  En  effet,  si  deux  des 
quantités/?,  q,  r,  par  exemple  (j  et  /',  sont  ^/z,  l'ordre  de  K,  qui  est 
p  -T-  cj  -\-  r  —  271,  sera  ~/;7N.  Donc  K  est  l'une  des  formes  auxiliaires 
A,  B,  . .  . ,  et  pourra  s'exprimer  par  un  seul  symbole  au  lieu  de  trois. 

Soit  enfin  /?>«,(/  >  /?,  mais  r  <C,ri  =  Ji  —  p;  K.  est  le  produit  de 
{aby  par  l'expression 

P  =  [ahy-^\cn)'\bcfa':-"-''b'ir'-'c':r-\ 

où  la  somme  des  exposants  des  déterminants  est  n — p,  nombre   uou 
supérieur  aux  quantités  p  —  p:  ^  —  ?-,  ''qui  représentent  respectivement 
le  degré  de  l'expression  en  a,  b,  c. 
Posant 

[ab)"-'^-'\bc  ;'a';-"^'b''-"c'T—  C;,^,, 

on  sait  (n°  7)  que  P  pourra  s'exprimer  linéairement  en  fonction  de 
n  —  p  +  I  produits  symboliques 

f-O  pk      .     po  (■/       . 

^bni^   •  •  •  »     ^bcii  >     *-'.  «/-1  •  •  •  >     ^,-,,1,  ■> 

/i  et  l  étant  deux  entiers  quelconques  tels  que  l'on  ait 
k^-l'h2  =  n~p^i  =  r-T-i. 

Multipliant  ces  produits  symboliques  par  {ab'f,  on  obtiendra  les 
divers  termes  au  mo\en  desquels  k  peut  être  exprimé. 

Prenons  pour/:  le  plus  grand  nombre  contenu  dans--  On  aura 

/  r=  r  -   I  -  E 

Cela  posé,  chacun  des  termes  de  Rsera  négligeable.  En  effet,  considé- 
rons l'un  de  ces  ternies,  tel  que 

(abfCl,     {oùv  =  k.) 

Ce  terme,  contenant  en  facteur  le  déterminant  (  bc)"~''"'',  sera  négli- 
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geahie,  si  l'on  a  ly  ■+-/■  —  •>.(«  —  (S  —  v)  "N.  Or  on  a 

n  —  p  z=  r,      v":  k  "  -■, 

d'où 

(/  +  ;•—  2  {n  —  p  —  v)  "  r/  ^  N. 

34.  Nous  dirons,  comme  au  ii°  i,  qu'un  produit  symbolique  est  de  la 
catégorie  p.,  s'il  contient  en  facteur  un  déterminant  élevé  à  la  puis- 
sance [x]  et  nous  considérerons  comme  réductible  tout  produit  symbo- 
lique exprimable  au  moyen  de  termes  négligeables  ou  d'une  catégorie 
plus  élevée. 

Cela  posé,  on  trouvera,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  des 
.."•  12  à  16  : 

i"  Que  tout  produit  symbolique  de  catégorie  y  est  réductible,  s'il 
est  divisible  par  [aby  [caf  {bcY,  a  +  /3  étant  >  i  y  ou  a  + /5  -f- •/ 
étant  plus  grand  que  l'un  des  nombres /j,  ^,  /■; 

1°  Qu'un  produit  à  quatre  symboles 

[ab p  [caf  {bcf-[adf  {bdY[cdfa'P'''' ^ . . . 

est  réductible  si  le  plus  grand  des  exposants  y,  p,  a,  o,  s,  Çest  moindre 
que  la  somme  des  cinq  autres  ; 

3"  Qu'un  covariant  quelconque  R  peut  s'exprimer  linéairement  |)ar 
des  termes  négligeables  et  par  des  produits  PQ,  où  Q  représente  un 
produit  déformes  prises  chacune  dans  la  suite  des  formes  a,  b,  c,  ..  ., 
A,  B, ...  ou  dans  la  suite  de  leurs  covariants  du  second  degré ;P  repré- 
sentant d'autre  part  im  produit  formé  avec  les  symboles  a,  b^  c,  .  .  ., 
A,B,  ...  et  de  l'espèce  suivante  ; 

{abf[bcy  [cdf'  [de]'''. . .  aT'-  •  -, 


Les  termes  négligeables  qui  figurent  dans  cette  expression  de  R  pou- 
vant être  traités  comme  R  l'a  été  lui-même,  on  voit  que  tout  cova- 
riant R  s'exprime  linéairentent  par  des  produits  PQ. 
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00.  Cela  posé,  les  facteurs  dont  se  compose  le  pioduit  Q,  étant  des 
formes  d'ordre  =  N  ou  des  covariants  du  second  di>gré  de  ces  formes, 
1  ordre  de  chacun  d'eux  sera,  au  plus  égal  nu  plus  grand  des  deux 
nombres  N  ou  2N  —  2. 

Reste  à  considérer  le  facteur  P.  Appliquant  à  ce  produit  symbolique 
les  raisonnements  exposés  au  i^  VII  de  noire  Mémoire  de  187G,  on 
trouvera  que  P  s'exprime  sauf  des  termes  négligeables)  en  fonctioii 
entière  de  produits  analogues  FI,  dans  lesquels  le  nombre  0  des  sym- 
boles, la  somme  y.  ^  v  -^  v,  -4-  v,  4-  . .  .  =  S  des  exposants  des  détermi- 
nants et  le  premier  a  de  ces  exposants  sont  liés  p.ir  les  relations 

/et  'y  désignant  les  deux  fonctions  numériques  définies  par  les  équa- 
tions 

/(')  =".    J.2    =1,    /(3   =  2, 

/•(2/+  3)  =/;2i-^2)  -  aET-^^^^l. 

/(2/4-2)=/(27+i)+2e[-^-'-;^^-], 

'j(i)  =  o,     ç;(2)=i,      9(3)=  3, 

Cela  posé,  les  0  formes  dont  les  symboles  figurent  dans  l'expression 
d'un  produit  n  étant  au  plus  d'ordre  N,  l'ordre  de  n  sera 

5N0  -  2S7N'J-2-j(0'.;. 
Bailleurs  -)  est  lui-même  limité  par  la  condition 

Pour  avoir  la  limite  de  l'ordre  de  n,  il  faudra  donc  déterminer  les 
valeurs  de  '7  qui  satisfont  à  cette  inégalité  et  les  substituer  dans  l'ex- 
pression No —  29  0).  Le  plus  grand  des  résultats  obtenus  sera  la  limite 
cherchée. 

Journ.  de  Matli.  (3^  série;,  tome  V.  —  Nov.imbre  1879.  4" 
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On  s'assurera  aisément  que  ce  résultat  maximum  correspond  à  la 
plus  grande  des  valeurs  que  l'on  peut  assigner  à  o. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Tout  covariant  d'un  système  de  formes  d'ordre  ^'^ 
peut  s'exprimer  enjonction  entière  de  co\>ariants  dont  l'ordre  O  ne  sur- 
passe pas  In  plus  grande  des  limites  suivantes  : 

N,       2N   —   2,       Nr}  —  29(f};, 

0  étant  le  plus  grand  entier  qui  satisfasse  à  V inégalité 

Le  calcul  des  fonctions^,  o  pouvant  s'effectuer  de  proche  en  proche 
avec  une  grande  facihié,  on  n'aura  aucune  peine  a  déterminer  les  li- 
mites airisi  ds  finies.  On  trouvera  ainsi,  pour 

N  =  I,  a,  3,  4.  5,  G,  7,  8,  9,  10,  . . . , 

les  limites  suivantes  : 

1 ,  2,  /|,  6,  9,  1 2,  1 5,  1 8,  22,  2G,  .  . . 


PERTURBATIONS    DES    MOUVEMENTS    DES    COMÈTES.  379 


Mémoire  sur  la  théorie  des  perturbai  ions  des  mouvements 
des  comètes; 


Pau  m.  Emile  MATHIEU 


Le  problème  de  Kepler  consiste  à  exprimer,  dans  le  mouvement 
elliptique  d'une  planète,  le  ten)ps  t,  le  rayon  vecteur  r  et  l'anomali*' 
vraie  $  au  moyen  d'une  même  variable,  pour  laquelle  on  choisit  l'ano- 
malie excentrique.  De  |)lns,  quand  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  pla- 
nète est  très-petite,  on  déduit  de  ces  formules  des  séries  très-conver- 
gentes qui  expriment  les  coordonnées  r,  $  au  moyen  du  temps.  Lorsque 
l'excentricité  de  l'orbite  est  très-voisine  de  l'unité,  ce  quia  lieu  pour 
les  comètes,  ces  séries  ne  sont  plus  convergentes.  Lagrange  et  Laplace, 
pour  étudier  les  mouvements  des  comètes,  partent  cependant  encore 
des  formules  qui  expriment  <,  r,  <î>  au  moyen  de  l'anomalie  excen- 
trique [OEuvies  de  Lagrange,  t.  VI,  p.  4o3;  Mécanique  céleste,  se- 
conde Partie,  Livre  IX);  mais  ils  ne  parviennent  à  calculer  les  éléments 
variables  de  leurs  orbites  que  par  des  quadratures  mécaniques. 

Depuis,  on  a  cherché  à  diviser  l'orbite  d'une  comète  en  plusieurs 
arcs,  de  manière  à  pouvoir  calculer  analytiquement  le  mouvement  sur 
chacune  de  ces  parties  de  l'orbite,  en  adoptant  une  variable  auxiliaire 
qui  change  d'un  de  ces  arcs  à  l'autre.  On  peut  alors  intégrer  les  équa- 
tions du  mouvement  à  l'aide  de  séries  et  l'on  obtient  des  formules 
variables  d'un  arc  à  l'autre  pour  représenter  le  mouvement.  Mais  celte 
méthode  conduit  à  des  calculs  très-laborieux  et  il  y  a  un  grand  incon- 
vénient à  ne  pas  adopter  une  variable  indépendante  unique. 

/,8.. 
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Afin  (le  perfectionner  la  théorie  des  perturbations  éprouvées  par 
les  comètes,  je  me  suis  proposé  de  trouver  des  séries  qui  expriment 
les  coordonnées  de  la  comète  dans  le  plan  de  son  orbite  et  le  temps  / 
;ui  moyen  d'une  même  variable  et  qui,  lorsque  l'excentricilé  est  très- 
voisine  de  l'unité,  soient  très-convergenles  dans  toute  l'étendue  de 
l'orbito.  De  plus,  de  même  que  les  formules  connues  pour  les  dévelop- 
|iements  deret  <I',  dans  la  théorie  des  planètes,  sont  tres-commodcspour 
étudier  le  mouvement  troublé  dans  des  orbites  presque  circulaires, 
il  m'a  fallu  dirig(  r  mes  efforts,  pour  que  les  formules  nouvelles  soient 
ap)iro|u-iées  au  calcul  des  perturbations  d'un  corps  qui  se  meut  dans 
une  orbite  extrêmement  allongée 

S/ir  /es  équntintis  du   inom'einent  elliptique. 

1.  Supposons  un  corps  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  et  formons  les  équations  de  sou  mouvement 
rapportées  au  plan  de  l'orbite. 

Désignons  par  m  la  masse  du  corps  attiré,  par  /-  l'attraction  du 
centre  fixe  sur  cette  masse  à  l'imité  de  distance  et  par  h  la  constante 
de  l'équation  des  forces  vives;  représentons  ensuite  par  r  le  rayon 
vecteur  mené  du  centre  d'attiacliou  au  corps  m,  et  par  $  l'angle  de  r 
avec  une  droite  fixe  tracée  dans  le  plan  de  l'orbite.  Alors,  en  dési- 
gnant par  T,  b,  h'  trois  constantes  arbitraires,  les  intégrales  du  mou- 
vement peuvent  s'écrire 

/    s  f  mrdr 

J  \]iiid''r—  b'' +  ■}.inlii'' 

J   r^'2nil'r  —  b'  -+-  imlir- 

Supposons  que  l'orbite  soit  fermée  et  par  conséquent  elliptique: 
désignons  alors  par  a  le  demi-grand  axe  de  cette  ellipse,  par  e  son 
excentricité  et  par  p  son  demi-paramètre;  il  conviendra  de  prendre 
pour  limite  des  intégrales  précédentes  le  minimum  de  rou  a  (i  —  e). 
Nous  aiu'ons  ensuite 

r-  i'  ,         „, 

Il  Dit'  ^  '  ' 
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Sur  la  Jonne  à  donner  aux  équations  du  niom'cincnt,  lorsque 
l'ejccentricité  est  très-voisine  de  V imité. 

2.   Si  nous  posons  réquaùon  (iii  second  degré  en  /' 

2in/ir-  -:-  iml'r  —  It-  =  o 
ou 

(3)  r-  —  2a r  -h  ap  :=  o, 

les  racines  représenteront  les  valeurs  inininuim  et  maximum  du  rayon 
vecteur/';  désignons  parc  la  valeur  minimum.  Alors,  si  e  est  très-voi- 
sin de  l'unité  ou  f-  très-petit,  on  pourra  facilement  développer  c  sui- 
vant les  puissances  de  -  et  l'on  aura 


La  quantité  c  étant  racine  de  l'équalion    3),  la  seconde  racine  est 
égale  kl  a  —  c,  et  nous  avons  par  conséquent 

2mJir-  -+-  2nil-r  —  Ir  =  2ndi  (r  —  c)  (r  —  2a  -h  c), 

=  —  [2a  —  c]( r  —  c  .  (  I ' —  ) • 

ri     ^  '  '•  \  la  —  c } 

Nous  allons   transformer  les   seconds   membres  des  équations  (ij 
et  (2).  Nous  avons  d'abord 

;""  mrdr  1        1     mn         p  rdr 

J  \/2ml'r—b'  -\-  imltr'         l   \    ia  —c     I        /      _     ,  /     _        r        \ 

Faisons 

r  ^=  ir  -f-  c, 
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et  nous  aurons  pour  la  valeur  de  cette  intégrale 


2       J     ma 
1  V    2rt  — 


'        \  lu 

-f- 

c  1 

du 

i/7 

- 

II? 

+ 

c 

V 

2  11 

■  — 

c 

là  -I-  c/  +  .  .  .  \dii. 


lia  — 
1.3         1 


2.4  (  aa  —  c)- 
Reniarquons  ensuilc  que  l'on  a 

b 


4  /     1""      —     - 


puisque 

^<7  ^  <:(2rt  —  c)  =  a"(i  —  e-); 

nous  obtenons  ainsi  pour  l'intégrale  renfermée  clins  réc[ualion  (2) 

J^  hdr  1—       {  du 

ryJ^inl'r — b' -h  2m/i/''  f      ,  ,       /  «' -t- c 

*^     ^  y        2(7  —  c 

_   /*  r      I  I  I  I  .  3      ^(=  +  r 

=  2  V  t'J    L"'+'^        22  a— c        2.4(20  — c)' 

1.3.5         («'H-  f)'  n         ; 

2.4.0  (  la  —  c'f'  J 

Pour  u  -—  o,  on  a  /•  =  c  et  i  se  réduit  à  —  i,  temps  du  passage  de  m 
au  sommet  le  plus  voisin  du  centre  d'attraction.  Supposons  que  l'on 
compte  l'angle  <î>  à  partir  du  rayon  vecteur  minimum,  «1'  représentera 
l'anomalie  vraie  et  s'annulera  pour  ?/  =  o;  la  constante  h'  sera  donc 
nulle  aussi.  D'après  cela,  les  éqiiations  (i)  et  (2)  sont  remplacées  pai' 
les  suivantes  : 

/y-îa—cjg     l_  1  ia  —  c  2.4  (2«  — c)'  J 

"■  /-    r"[   ■  •  '  -3      "'  -^  '•  'I     , 

<!)  =  2  arc  tang  -p  +  -islc  \ 1 j  -, +  .  .  .   \(1u 
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Prenons  pour  la  masse  attirante  la  masse  M  du  Soleil  supposée 
d'abord  fixe,  et  pour  la  masse  attirée  m  celle  d'une  comète,  nous 
aurons 

si  nous  représentons  aussi  pnr  P,,  le  polynôme  entier 
P.,  —  /    [n-  -f-  cydii 

"0 


2  (■  -(-  I  ï  I'  —  I  I  .  2  (  2  C  —  3  J 

nous  aurons  enfin  pour  les  équations  du  mouvement 

/■  =  ir  -\-  c. 


,  ^  ■?        /      a        f  1       V,  1.3  P,  1.3.5         P, 

y,  i\l  V     2«— c\  22«  —  C  2.4(2«—  c)'  1.^.&[la  —  c) 

\/r     /i  1.3       P,  ,.3.5        P, 


■itjc 


<li  —  2;irctaiie-^  h -î— -  (-  P»  H '-? '- 1 V^ 

Oc        2a  —  c  \2     "         2.42"  —  c         2.4.6 


2fl  —  (•    ' 


Au  périhélie  u  s'annule  et  nous  pouvons  supposer  que,  lorsque  t 
en  croissant  passe  par  —  t,  u  passe  du  négatif  au  positif.  Alors,  sur  la 
moitié  de  l'orbite  renfermée  entre  lesabsides,  «variera  de  —  ^art  —  ac 
à  zéro  et  sur  l'autre  moitié  entre  zéro  et  +  \^2a  —  ac. 

Les  trois  formules  que  nous  venons  d'obtenir  sont  très-propres  à 
résoudre  le  problème  dit  de  Kepler  pour  des  orbites  extrêmement  ex- 
centriques. 

Sur  l'ea- pression  de  l-\--. 

3,  Si  nous  ordonnons  l'expression  de  <  + t  par  rapport  aux  puis- 
sances de  la  quantité  c,  qui  est  généralement  très-petite  par  rapport  à 
7.n,  et  si  nous  posons,  pour  abréger, 

A  =  2  «  —  c, 
nous  avons 
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en  faisant 

«"         I    I   «^        1 . 3    I    k"         1.3.5    I    u" 

^"  ~  3     ''  2  A  5  "^  2.4  A'  7   "*    2.4.6  A'  9 

-r   .  .  .  , 

^                   I  2  «'         1 .3  3   6-*         1 .3.5  4  «' 
^'  -  "  ^  2  3   A  "^   2.4  5   A=     •     2.4.6  7  A'  ^ 

-..., 

•..  \           2.4          3 A        2.4-6          SA^ 

2.4.6.8'^-^A3  +  -- 

•)• 

„.            I     / 1 . 3  0                      1.3.5,0        "' 

T        f                -s      0       T   7;      1                          A       "S      0 

1 .  3 . 5 . 7  ^    ,    0    «^ 

..V 

■*        2.3  \2. 4                         2.4.6^            3A 

2.4.6.8       -*5A^^  ■ 

Les  séries  qui  donnent  T(,,  T,,  ïo, . . .  sont  peu  convergentes  dans 
la  i^arlie  la  plus  éloignée  de  l'orbite;  nous  montrerons  plus  loin  com- 
ment de  ce  développement  de  <  +  ron  peut  en  déduire  un  autre,  formé 
de  séries  extrêmement  convergentes  à  cette  extrémité.  Mais  on  pourra 
aussi,  quand  on  ne  jugera  pas  ces  séries  assez  coiîvergentes,  les  rem- 
placer au  moyen  de  l'interpolation  par  des  polynômes  entiers  d'un 
nombre  limité  de  termes  ;  on  poinra  même  remplacer  utilement  dans 
la  pratique  ces  séries  par  des  polynômes  entiers  impairs  dans  toute 
l'étendue  de  l'orbite,  ou  lorsque  «varie  depuis  zéro  jusqu'à  y/  2rt  —  2t  ; 
ce  qui  n'empêchera  pas  d'avoir  égard  aux  variations  de  T^,  T,,  ..  ., 
provenant  des  changements  de  a  et  c. 

Mais,  pour  pouvoir  faire  cettesubstitulion,  il  faudra  d'abord  sommer 
ces  séries.  Or,  en  les  sommant,  on  trouve 

_  kit       /  u-         A .   A  « 

To  = \/  1 r  -\ arcsui  -=, 

2         V  A  2  y/  A 

h 
„  «      /  U'\~  2   /  25    (4=  r    «'^ 

.\vant  de  terminer  ce  numéro,  faisons  une  remarque.  l.,es  différen- 


l/A 
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tielles  (les  éléments  Iroiibirs  seront  de  celle  (orme 

\       du  du  ! 

l,  (t.  h....  élaiU  les  éléiiieuts  de  la  comèle,  ÙM,  N,...  des  ionctioiis 
de  ces  élémenls  et  V  la  fonction  perliiibatrice.  A  l'exlrémilé  de  l'or- 
bite, les  dérivées  de  V  seront  ordinairen;eiit  très-petites;  on  voit  donc 
qu'une  petite  erreur  commise  sur  <  ou  <^// en  produira  en  général  une, 
relativement  beaucoup  plus  petite,  sur  la  valeur  du  changement  de  /. 


Calcul  de  /sii.î)  et  rco^'^. 

4.  La  fonction  pertiu'batrice  ne  contient  de  quauliles  variables  re- 
latives à  la  comète  que  $  et  r;  de  plus,  elle  ue  contient  langle  0  que 
par  les  expressions  /'sin^,  rcos$;  ce  sont  donc  ces  expressions  plutôt 
que  l'angle  «I»  qu'il  im|)orte  de  déterminer  en  fonction  de  «. 

L'équation  de  l'oibite  est 


on  en  conclut 


comme  ou  a 


Il  en  resulie 


/•cos<I>  : 


—  tr  —  c  ~  p 


/■  =  2C  — 


II)  /■COS<I'  = r-  ! 

(i 

Nous  aurons  ensuite 

/^  sin-  ^  —  /•-  —  /  -  cos-  $  ~  (  «'  -r-  c 


i'-:.)' 
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Nous  en  tirons 

—  ± 

II'  c\  2 


'Jf)  7'sinO  — -^^^ 

Nous  avons  ensuite 


ni  I 

\         1(1 


{• 


développons  le  second  facteur  suivant  la  foruuile  du   binôme,  puis 
substituons  dans  la  foi  mule  [b    et  nous  aurons 

r  X  1 

rsin<I)  =  -J^-^un  I n[i  —  — ■ 

c  1.      \  ■2(1  J  2    a        \  -2(1  I 


I 


r  —U\l 

2.4  «' 


_  n 
i/-\      -2  1.3      /■'       /  ;<=  ' 

2a J  24.0  (■        \  2(1/ 


où  l'on  aura  encore  à  développer,  suivant  la  formule  du  binôme,  les 
puissances  de  i  —  — 

A  l'extrémité  de  la  partie  supérieiu'e  de  l'orbite,  les  développements 
des  puissances  de  i seraient  peu  convergents:  nous  montrerons 

•  211  '  D  ' 

plus  loin  comment  on  peut  dans  cette  partie  représenter  rsin<î>  plus 
conunodément.  Mais  on  pourra  aussi  à  cette  extrémité  remplacei-,  an 

moyen  de  l'interpolation,  les  puissances  de  i par  des  polynômes 

entiers. 

Foi  mules  de  perturbation. 

5.  Désignons  par  k  la  grandeur  de  l'axe  du  plan  invariable,  par  P,  sa 
projection  sur  une  perpendiculaire  au  plan  de  l'écliptiqne,  par  a  la 
longitude  du  nœud  de  l'orbite,  par  g  la  distance  angulaire  du  périhélie 
an  nœud  ascendant,  comptée  du  second  point  vers  le  premier.  Nous 
aurons  celte  formule 

(i )   m  ^Ycit  =  -  .'///  u-  ■     (ifi âa  -  ilkâg  n-  ch ^h  +  ch.  ^  4^  il^  U, 
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iiiY  étant  l'accroissement  de  la  fonction  de  forces  [Dynamique  analy- 
tique. Section  \'1I,  n°  16  . 

Désignons  par  /  l'inclinaison  de  l'orbite  snr  le  plan  de  l'écliptique, 
nous  aurons 

(2)  h  = ,     k—l\/mp,     /3  =  A-cos/; 

comme  le  Soleil  n'est  plus  supposé  fixe,  on  a  /-  =  (M  +  m)  m;  mais,  /// 
étant  Irès-petit  vis-à-vis  de  IM,  on  peut  laisser  comme  ci-desstis  P='N[iii. 
Aux  quantités  /i,  k,  |S,  il  convient  de  sidjslituer  les  quantités  a,  p,  i. 
En  différentiant  les  formides  (2),  on  a 


lit-  2    ./„     ' 


V/' 


f/,3  =;  o  '  V        '^P  ^°^'  ~"  ^  V  '"/'  S'"  "/'? 

trois  antres  équations,  en  changeant  ( 
/  en  0.  D'après  cela,  1  équation  (1)  dev 

,,.  P     dfi  ^  /i    /y/m  dp  .  , .      .  ^//\    .^ 

tO  V  r= ^         ,jt  — 1-_  -'    cos;  —   IJmp^UII  —      ()(/. 

■.>«•    fft  \->.     ^/„     dt  ^      I  (tt 


et  l'on  obtient  trois  antres  équations,  en  changeant  dans  celles-ci  la 
caractéristique  r/ en  0.  D'après  cela,  l'équation  (1)  devient 


I    /  J  m  dp  ^              P 

<h  ^ 

-  —^    '    UiT  H 

---,-  oa 

1     ^,,    dt     ^         2rt= 

de 

+  -77 -T--  '-!>  cos?  —  /  \iiup  .-.m  101]    \ p-  -i^  an. 

Comme  le  premier  membre  peut  aussi  s'écrire 

fdV  ^  dV  ^  r/V  ^.        dV  ^  dV  ^  dV    -    \ 

\da  dp     '  dt  UT  d'A  dg     °  j 

on  obtient,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  des  variations 
des  éléments, 

n     dn  _        dV  /\/w   dp  ^      _    f/V 

2fl^   dt  (/r  '  ^J~   dt  '     dg  ' 

/'     d-z  dX  d'j.  ,     .      .  d\ 

=:  /»  -, ~   l  \Jllipi,\\\l   :=^   m  —-, 

■xd'  dt  da  dt      '      •^  di 

1  Jm  .dp  t    I    "       ■      -di  dV 

2  y//,  dt  "       /^  dt  d. 

dx  iJm           .        l\Jm  dg  dV 
î—  COSI  -+■  :-^  -j-  —  1)1 -y-- 

dt        r^^p  2\'/^       '"  <h> 

49- • 
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On  en  tire 

da^ 

dp  = 

,-  dV    dt 

dz  = 

la- 

lia 

d7.= 

—  t      dV      dt 

siu/  \Jp    '^'    y  M 

/• 

, 

dV    dt 

rns/' 

dV    dt 

di  = p  .  -, 

-  dV    dt  co'.i     dV    dt 

Telles  sont   les  formules  qui  serviront  à  déterminer  les  éléments  de 
la  comète. 


Sur  In  foiinatioji  des  dérivées  de  la  fonction  pertiuiiatricc 
par  rapport  aux  cléments  de  la  comète. 

6.  Quand  on  appliquera  les  formules  précédentes,  il  faudra  y  sup- 
poser la  fonction  perturbatrice  V  exprimée  en  fonction  des  six  éléinents 
rt,p,  T,  /,  a,  g  et  de  t.  Mais,  comme  nous  avons  calculé  les  coordon- 
nées r,  rcosO,  r  sin$  au  moyen  de  la  variable  auxiliaire  u,  quand  nous 
substituerons  leurs  expressions  dans  V,  cette  fonction  se  trouvera 
exprimée  au  moyen  de  u,  et,  pour  appliquer  les  formules  du  numéro 
précédent,  il  faudra  concevoir  cjue  u  est  exprimé  en  fonction  de  t, 
d'après  réqi.'alion  du  11° 5  qui  fournil  ?  -f-  r  et  que  nous  représenterons 
par 

(i)  i  -\-  X  — -  ©(«,  a,  p); 

car  le  second  membre  ne  renferme  que  les  quantités  u,  a,  p,  puisque  c 
est  connu  au  moyen  de  a  et  p. 

Comme  V  ne  dépend  di-  t  que  j)ar  u,  on  aura 

d\  _  d\  du  _  dV  du 

ih  du    dz  du    dt 

--étant  tiré  de  l'équation  (i),  et  l'on  en  conclut 

(2)  Y.'^'^dr/"' 
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le  second  membre  représente  la  différentielle  totale  de  V,  en  reganlasit 
comme  constantes  les  coordonnées  de  la  planète  perturbatrice. 
Formons  ensuite  les  expressions 

dV  j         dV  j^ 
du  dp 

V  renfernie  a  explicitement  et  il  le  contient  de  plus  par  u  d'aprè 
l'équation  (i  ,.  On  aura  donc,  en  mettant  entre  parentliesf s  la  déiivée 
parliclle 

dV   _    /r/V\  dV   du 

dn  \  du  j  du  da 

En  différentiani  (i)  par  rapport  à  n,  on  a 

dn  a„ 

da  —  y'„ 

ç)'„ ,  y'„  étant  les  dérivées  de  'j  par  rapport  à  a  et  u,  et  en  différentiant 
t  par  rapport  à  la  vai  iable 

d(  =  (j.'^^  du. 
Nous  aurons  donc 

.„.  dX     ,  /dV\      ,     J  r/V     ,      , 

On  a  de  même 

,  ,  ,  dV    ,  ldV\      ,      ,  dV    ,     , 

Comme  /,  x,  g  n'entrent  pas  dans  l'équation  (i),  nous  aurons 

dV    ,  /'dV\     ,     , 

,     ,  dV    J  fdV\     ,     , 

(7)  Tg'^'=U]'^"'^''- 

On  voit  donc  comment  on  pourra  former  les  quantités  fa),  (3^, . . ., 
(7),  pour  les  porter  dans  les  formules  de  perturbation,  et  l'on  voit 
qu'elles  seront  fournies  par  des  séries  entières  par  rapport  à  la  variable, 
si  V  est  lui-même  représenté  par  une  série  entière. 
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Fonction  pei luihalrice. 

7.  X,  j^  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires  de  la  comète,  r  son 
lajon  vecteur,  $  son  anomalie  vraie  et  tn  sa  niasse,  représentons  par 
.r,,j-,,  Z),  r,,  0,,  m,  les  mêmes  quantités  relativesà  la  planète  pertur- 
jjatrice  et  aussi  par  /  „  ,  la  distance  de  ces  deux  corps. 

lia  fonction  pei  turbalrice  qui  concerne  la  comète  est 

et  l'on  a  ensuite 

'0,1  =  '■'  ^  ''7  -  ^•(■^•3^.  -^rj.  +  -^-f). 

—  —   I  —  e.  cos7f,  fi! -f- -|)  H-  .  •    . 
0),  =  /,,(<  -4-  T,'  +  2e,  sin/i,  (/  -h  -,  )  -1-  . .    , 

<i,  étant  le  demi-grand  axe  delà  planète,  e,  son  exceniricilé,  n^  sa  vi- 
tesse angulaire  moyenne  et  —  -,  le  temps  de  son  passage  à  son  péri- 
hélie. 

Désignons  par  /, ,  c.,,  g,  les  quantités  relatives  à  la  planète,  ana- 
logues à  /,  a,  g  et  posons 

p  :=  —  cos/sinK  sing -T- cosa  cosg, 
(/  —  — cos/sina  cosg  —  cosa  sing, 
p'  =  cos;  cosasin  g  -f-  siu  k  cosg, 
7'  =  cos/co.-a  cosg —  sinasing. 
/;"=  sin/sing, 
■y"^^       sin/co'g. 

Soient  aussi  /'ir  7i .  /^'j ,  v'i  ■ />, ,  7"  les  mêmes  quanîiiés  pour  la  pla- 
nète: posoTis  de  plu> 

/'/'.  -^  p'p\  -^  P"l>\  =c-,, 
Pb  -^  P''l\  -"-  P"'j",  =^i> 
P<']  +  P\'l'  -^  />",  7"  =  G3, 
77.  ^  7'7'i  +7"y"i  =G,; 
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G|,  G^.  G3,G..  ne  dépendront  donc  que  des  six  éléments  /,  u,  g,  i,,y.,,g, 
des  deux  orbites.  Enfin  |josons  encore 

/■(G,  cos$cos<î>|  -hGoCos'I'sin'Pi  -;-G3ros<I>|Sin<I'-i-GiSin(I>sin<I>|)  =  K: 

sious  aurons 


et  il  en  résulle 


xjr,  -h)'/,  -h  zz,  -- i,K, 

m,  i  .r.r,  -f-  ri',  -\-  zz,]  W|K 

/5,,  =^=/'  +  r'I  —  2/-,  K. 

Nous  avons  d'ailleurs  calcidé  ci-dessus  les  expressions  do  /'sin'I', 
/•cos$,  qui  entrent  dans  K. 

Sur  (les Jnrimiles  qui  peuvent  donner  t -h  7  et  rsw<^  dans  la  région 
supérieure  de  l'orbite. 

8.  I.es  formules  que  j'ai  obtenues  (5  et  4)  pour  ^  +  r  et  rsin$ 
présentent  des  séries  peu  convergentes  vers  l'extrémité  de  l'orbite;  on 
peut  parer  à  cet  inconvénient  par  l'interpolation,  d'après  ce  que  j'ai 
indiqué;  mais  on  peut  aussi  déterminer  <  -h  t  et  /sin^  par  de  nouvelles 
formules  que  je  vais  établir. 

Joignons  la  position  ;//  de  la  comète  au  foyer  non  attractif  F'  de  l'or- 
bite; désignons  par  r'  la  distance //z  F' et  par  <!>'  l'angle  qu'elle  fait  avec 
le  prolongement  de  la  ligne  qui  joint  les  foyers  F,  F';  puis  posons 


Pour  u'  =  o,  nous  aurons  i  =  T,  le  temps  d'une  demi-révolution  et 
nous  pouvons  supposer  que  u'  soit  négatif  sur  la  demi-orbite  où  u  est 
positif,  et  par  suite  soit  positif  sur  celle  oii  u  est  négatif  Le  temps 
pour  lequel  la  comète  passe  à  l'aphélie  est  —  t+  T;  donc  ^  H-  -  —  T 
(  t  $'  s'obtiendront  au  moyen  des  séries  qui  donnent  ^  +  t  et  <!>,  en  y 
changeant  u  en  lî .  D'après  cela,  si  nous  remarquons  q>ie  nous  avons 

T  —    '^"  ' 
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nous  obtieiulrons,  d'après  les  n"^  5,  !■,  les  foiiiiules  suivantes  : 

^   ''  V  M  v'  M   *^  ^  ^  ^  ■ 


T'   = 


I   If/' 

2  A  y 


1.3  I    «' 

2.4  A'    7 


,  ,12  «''        1.3   3   11'^ 

'  2   3   A  2.4   5    A- 


(^) 


/■'  cos4>' 


/■'jin$' 


V  ■'/' 


1  c 
~-U    [\ 

2  n         \  2  rt  j 


2.4    «"^ 


£)■*-■■]■ 


.es  [)iiissai)ces  de  i  —  -; —  tievaiil  êlre  remplacées  par   leuis  dévelo[j- 

penienfs  lires  de  la  formule  du  binôme.  Il  est  évidenl  que  ces  formules 
seront  Irès-commodes  à  employer  quand  «/sera  très-petit    c'est-à-dire 
vers  l'extrémité  de  l'orbite 
Comme  on  a 

//-  s'exprimera  au  mo\en  de  ir  par  la  formule 
a'-  =  2rt  —  2C  —  ir. 


Nous  recoiinaissouj  ensuite  fatilenien!  que  l'on  a 

—  rcos$  —  /■'  cos$'  =  2rt  —  2C,     /'sin  $  —  /'  sin  il>', 
t-  —  /■■-  +  4(rt  —  c)  1'  cos<ï>'  -h  4  (rt  —  c)^. 

Ces  Irois  formules,  jointes  iiux  foruuiies  (  2),  (3\  permettent  donc  de 
calculer  d'une  manière  nouvelle  les  quantités  /%  rcos<P,  rsin'I». 
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L'expression  de  la  fonction  V  contient  la  dislance  To  ,  de  la  comète  à 
la  planèle  perturbatrice,  qui  est  donnée  par  la  formule 

''o.i  =  '■  -r-  r]  —  iri\  cos(r,  r,  ^; 

/■cos(r,  r,),  comme  nous  avons  vu,  est  de  la  formeHycos$  +  H,  rsin*!', 
H,  H,  étant  indépendants  des  coordonnées  de  la  comète.  On  a  donc 

r'I  ^  =  I-  -î-  /]  —  21-,  (H/cos<ï)  -'r  H,  rsin^ 
ou 

''o.i  =  '■''  +  4(^  —  c)/-'cos$'-!-4(a  —  c/  +  /'j 

T-  u /',  H (r'cos^)'  -f-  2  rt  —  2Cj  —  2  ;■)  H ,  /■'  sin»t'. 

En  se  servant  des  formules  qui  précèdent,  on  pourra  exprimer  la 
fonction  perturbatrice  V  et  ses  dérivées  par  rapport  aux  éléments,  au 
moyen  de  la  variable  u  qui  est  liée  d'une  manière  si  simple  à  la  va- 
riable II. 


Calcul  des  dérivées  de  V  par  rapport  aux  éléments  de  la  comète. 

9.   Revenons  aux  expressions  des  dérivées  de  la  fonction  perturba- 
trice dont  il  a  été  déjà  question  au  n°  6.  Posons,  pour  abréger, 

r,  =  a,  [i  —  e^  cos?i,  [i  -+--,)  -h  .  . .]  =^  a,{i  -î-  s). 

Si  nous  différent  ions  l'expression  de  V 

^   = 1 -r 


par  rapport  à  a,  nous  aurons 


Or  on  a 


r'I ^  =z  a'\[i  +  sY  -T-   n-  M-  c/  —  2a,  (i  -+-  s  K. 

Journ.  de  Math,  {i'  série),  tome  V.  —  Novembre  iS^g.  -^^ 
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il  en  résulte 

on  obtient  de  même 

,,,  dV         r-  m,        ,  ,         m,  ,  ,n  </K 

^    '  ''s       L  '•o,,  «;  J  '•'ê' 

Formons  les  dérivées  de  K  qui  entrent  dans  ces  formules.  Pour  sim- 
plifier l'écriture,  posons 

7'cos$  =  (5,,     rsin<I>  =  po; 

fli,  ,ûo  peuvent,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  être  exprimés  sous  forme 
entière  par  rapport  à  u.  Nous  aurons 

K  =  _ci,G,cos<I>i  +  p,G„sin  $,  -^  fjGjCos  <I>,  -i-  /SoGiSiti»!', . 

Il  en  résulte 


'/K  dÇ,,         ,  rfG,    .     ,  f/Gj         ^  ^G 

•     '     -7-  Sin<I>|  +  C, -—  COS<î).  4-  po- 
rta '  "    f/z  '         I  -    n': 


p,  ^  cos<I>i  -r-  .0,  —7^  sin<I>i  +  Cj-v-'cos»!),  -i-  po^  sin'P,. 


En  différentiant  les  expressions  de/>,  y,  /;',  </',  //',  </'  ilonnées  au  n°  7. 
on  obtient 

dp  .         dp'  dp" 

f/o  ,         dq  dq" 

d;  =  -'i^    —,^'h    ^=0' 

puis,  d'après  les  valeurs  de  G,,G2,  G3,  G^  données  dans    le  même 

numéro, 

'/G,  ,  ,         f/Gj 

~^=  -p  Ih  -^Pl'i,      ^  =  -  ?  p.  ^  7/^  . 

'/G,  ,  ,         f/Gi 

7^=  -/'7,  +  /'7,,     ^=-7  7."-77i' 


'/K           r/G,                  ^            dCr. 

T^  =  77F^''=''^*'^-7/.  P-' 

dp 

dg  ' 

_          dp'  _ 

dg 
''g' 

dr/' 

^G.        ^ 
'di=^^' 

11  en  résulle  en 

secomi  lien 
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Nous  avons  donc  en  premier  lieu 

i  dK         .         ,  ,  ^ 

(A)       \~d^'=^~  PP<'^  PP')?'^^^"^'    +(~J}''J,  +  p(]\)p,sm1\ 

'  +'~7'Pi  -+-'7/^)poC0s<I),  +  (-,y'^,  -h7r/,)p,sin'I',. 

La  recherche  de  la  dérivée  de  R  par  rapport  à  g  conduit  aux  cal- 
culs suivants  : 

iin<P|  +  -— -pjcosip,  +  -^  p,sni$,, 

a  g  (Ig    '  '  ' 

./G3  _  r/G 


,B)      —  =  G3(5,cos<î>,  +  GjiP|Sin$,  —  Cp.cosi^  —  GoCjsin'I'i 
Nous  obtenons  ensuite 


dK       dG,  .         dG,       .    ,         f/Gj  ,        dG,       .    ,, 

7^  =  17-r^.cos^.  +  7^P.sni<I>,  +  —  (5,cos<I>,+  — p,sin<î),, 

(■//^  ...  dp'  .      .  .  dp"  .    . 

-77  =  suiiSuiKSHi^,      — -  =^  —  sin^GOsasuie.      -V  =  cos;  sm  s'. 

di  °  di  P  di  O  ' 

dq  ...  dq'  .      .  dq" 

--!:  =  buiisiuacose-,      — -  =  —  suucosa  cos/:,     -f- -- cos/ cosg-. 

(/(  '-'  di  "  di  cl 

dG,         .        ,        .     .  .  ,     .     .  „  . 

—  =  sing  (/J|  sMHsuiiz  —  /J,  sui;  cos«  -:   /7,  cos,/  . 

f/G,         .       ,       .    .  .  ,     .     . 

—  =  sing  ((yf,  sin;sui«  —  y,  sin?  cosa  +  </,  cosn. 

dG,  I       ■     ■  ■  ,     .     . 

-7-  =  cosg(p|Suiisiiia  —  />,  sin  icosa  -+-  />,  cosij. 

f/G,  ,       .    .  .  ,     .    .  „         . 

—  =  cosg  ((y,snwsuia  —  rj ^  suh  cosa  +  (] ^  cos/  :. 

5a., 
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Nous  en  concluons  en  troisième  lieu 

1  ^  =  r^pisinfsina  — //,  sin/cos(Z  +  p\  cos/)cos<I>i 
\^>        j  +  (^,sin/sina  —  r/'|Sin/cosa  + (/",cos/jsin*|] 

(  X  (piSing  +  o^cosg). 

10.  Calculons  la  dérivée  V   nécessaire   au   calcul   de   l'élément  a. 

du 

Nous  aurons 


.    ,                      (/V                     2K!  K-  -f-  C^  f/H, 

(«  j  ,-    =  '«I  i -t-        —  ' 


avec 

(D)    '^  =  G,cos<I',^-i-G.,sina'/-^  +  G,cos$,^  +  G,sin<l',^- 

^      '     du  du  du  nu  an 

V,  considéré  comme  fonction  de  //,  renferme  a  par  la  c^nantité  c  et 
par  R,  qui  lui-même  contient  a  et  c.  Nous  aurons  donc 

,    ,  ldS\  tr^cdc         \  m,  -,  rt,  i  i -+- .v  ;  W/K 


(E)  'i^  =  G,  cos<i>,  ^  +  G.  sin<l',  ^  +  G,  cosa^  ^=  H-  G,  sind-,  ~^, 

^     '    da  da  "  rfrt  da  du 

C  étant  considéré  comme  fonction  de  a  dansp,,  ,0,- 
On  aura  de  même 

f/         l--]—m, — r— -r+    — in--* \-r' 

(F)~-=G.cos<i./-^  +  G.sin*,^+G3Cos'I>,^  +  G,sin<I.,^. 

Les  formules  (a),  (A),  (è),  (B), ...  ,  (/),  (F)  montrent  que  les  déri- 
vées de  la  fonction  V  seront  facilement  réduites  en  séries  entières, 


si  l'on  peut  réduire  ^-  en  une  telle"série. 
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Calculons  les  dérivées  par  rapporta  a  et  p,  qui  se  trouvent  dans  ces 
dernières  formules. 
Nous  avons  d'abord 


rtc  p'  p^  i5    /j' 

(la  8n'        Ha'         12^  «' 

dp        2        4"         i6«-         32  a' 

r/rt  \2rt'         4"'  1^"'  32«' 


.//, 


3/7        1 5/)'    _    35/j' 
la  b«'  iGn' 


r(-  de 

-  +-7-- 

!  rt  rt/J 


Pour  indiquer  les  expressions  des  dérivées  de  (So,  posons 


nous  aurons 


\  la         ba^  iba'  I20   «' 


l'/p  I  ^ A  k' 

c/n  2  a' 


•2.(1]  1    1     \  la  J 


£-1 


2.4    2 

X 
rfA      /  «'\  2         I  d.ik 

-f-  -—  ?H  I T 

(la       \  2a  I  2     !■/, 


1.3     5 
2.4.6  2 


+ 


— 7  — ; — •  ll\l  — 

2.4      "  «  \  2  «  , 

1.3.5    rfie'A, 

2.4.6.8     da  \  la 


I A  1      /  .        Il' 

—  u\  I 

a  \  ^a 

1.3   d',ex\ 


2.4.0      da  \  2a , 


do.         dk 

-i^  =  -r-  «  I  I  — 

tlp  dp       \  2a  j 


I  ,i:,A] 

-  — —  n  I  I 

2      dp  \  2fl 


I    rffE'A)      /  u^\     a  1.3     rfie'A' 

1.4       i^/-»  \  2  «  /  2.4-6       rf/J 
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Les  dérivées  de  eA,  e"  A,  .   .  ,  p,ir  r.ipport  k  a  el  p  se  formeront  im- 
niédiatemenf,  sachant  que  l'on  a 

,  /— ,   /->'        3/j'^        5/r         35    p^  \ 

'       \ia         fc«-         ib«'         I2b    a'  J 

rf  ^         i         .     ^  ^ 

,^4=v^(/i^  +  /i_  +  l| /!_-,..     I, 

4    \  a'         a'         iD    (r  J 

rf  i     ^    ^         ^ 

,M  -  ^  UL  4-  ?  ^:L  -4-         5 

'  '      8  v»'  ^4  «'       •■;' 


Développement  de  - — 
1  î .   L'expression  de  K  est 

K  =  ^«|G|Cos<l>|  -i-  p,  G2sin<I>|  -i-  /JoGjCos'P,  4-  02G,sin<!>|  ; 
l'expression  de  p,  se  compose  d'une  première  partie  [\\°  1; 


qui  est  le  plus  considérable  et  que  nous  désignerons  par  o^;  nous  re- 
présenterons par  Pj,  la  partie  restante  de  p.,,  en  sorte  que 

p,=  p3+p,. 

Faisons  encore 

K„  —  p,  GiCosn,  [t  -f-  T,  )  +  (OjGosin/z,  (/:  -)-",) 

-^  /53G3Cos«,(^  +  ■'i)  +  /SjG^sin/j,  ! 7  +  r,  )  ; 

désignons  la  quantité  n^(t-+-x^),  qui  forme  la  partie  la  plus  considé- 
rable de  'l'i,  par  o  et  la  partie  restante  par  L,  en  sorte  que 

<I',  :.^«/^  +  T,)+L  =  i;  +  L; 

alors,  si  nous  posons 
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nous  aurons 

Enfin  posons,  comme  précédemment  fn''9), 

et  de  plus 

[a'- —  2Koa,  +  {u--h  cf]    2  =  0, 
il  en  résultera 

'0,1  ''"1  "1^0 


Il  reste  à  développer  0. 

Première  mét/iode.  —  Si  nous  développons  l'expression 

(l  —   2JC)'  +  J^')     2 

suivant  les  puissances  de  y,  nous  aurons 

[l]  (i  -  2X)-  -{-  J-)    2=1  _;-  L,  j  -f  L.y-  +  L3_7  -^  H-- 

en  faisant 

L,  =  3jf, 


L, 

= 

- 

3 
2 

-+ 

3 
2 

-7  /i  x" 
•4 

'' 

1^3 

= 

- 

3. 

,5 
4 

2. 

2x  ^- 

3 
2 

.5. 

.4- 

^^^ 

'.X 

3 

L, 

-:= 

3 
2 

.5 

4" 

- 

3. 
2. 

5.7.3 

2' 

a: 

^-1- 

3 

.5. 

■4" 

■7-9 
■  G. 8 

2' 

'  j-; 

r           3.5.73.2                3.5.7.q,       ,     ,        3. 5. 7. a. II-.     , 
1.3  =  -—^   2X — ^4.2'x'h ;-^ 2\r-, 

24. '3     1.2  2.4-tl.b  2.4.6.0.10 

_       3.5.73.21  3.5.7.94-3       ,       „ 

^"«  "  ~  T^Ta  7TÏ3  "^'  a.4.6.«  ~i~i  -'■^■" 

3.5.7.0.11  r     1    .      3.5.7.0.11.13    . 

_i_   i — 1 3.2    .%'     -{-   ■ —  2    se 

2. 4 -6.8. 10     '      '  2.4.6.8. 10. 12 
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11  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  série,  procédant  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  j-,  est  convergente  potir  toute  valeur  de  j  dont 
le  module  est  inférieur  à  l'unité,  si  o"  est  <^  i . 

Suivant  que  ir  +  c  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  «,,  écrivons  © 
sous  l'une  de  ces  deux  formes 


3 

-    r  Ko         «'-i-C  /«'-t-cX-l      2, 

0  =  a-       1—2  ~ h    

'  [_  U--t-C  II,  \  fly  j  J 

[_  «--f-c  «- +  c       \H2-f-cy  J 


0 

0  =    ir  -f-  c 


Siiâ  +  c  est  <rt,,  c'est-à-dire  si  la  comète  est  plus  rapprochée  du  So- 
leil que  la  planète,  on  pourra  développer  0  d'après  la  formule  (/),  en 

faisant 

K„                 u-  -+-  c 
jc  ^=  -^ î    J  = ; 


on  ai;ra  ainsi 


(-)  =  --  -)-  -T  K„  4- (u-  +  c;-  -i Iv 

+  r--KJ»M-c)+-K: 


on  formera  facilement  les  dérivées  de  0  par  rapport  à  Ko  et  n, ,  et  l'on 
substituera  les  séries  qui  représentent  0  et  ses  dérivées  dans  l'équa- 
tion (A). 

Si  lâ  +  c  est>fl,  et  par  suite  la  comète  plus  éloignée  du  Soleil  que 
la  planète,  on  développera  0  d'après  la  formule  (/)  en  faisant 


Ko  < 

x  =  — »     ^' ^=  ~r 


et  1  on  aura 

0  = 


3K„n,  r       3         I  i5       K=      1    „ 

1—. Z  + -, ^^   +■ -. :     fi  7 


bH 


Ko  35        Kl 


2       ,  II-  -h  C 


Cette  expression  de  0  est  beaucoup  moins  commode  que  la  précédente, 
parce  qu'elle  n'est  pas  entière  par  rapport  à  u,  mais  qu'elle  renferme. 
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comme  dénomiiialciirs  de  ses  différents  termes,  des  puissances  de 
ir  -r-  c. 

Seconde  méthode.  —  I.a  méthode  précédente  a  l'inconvénient  d'exi- 
ger essentiellement  la  distinction  de  deux  cas;  elle  est  d'une  applica- 
tion facile  dans  le  premier  cas,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  dans  le 
second,  comme  nous  \'enons  de  le  dire. 

Pour  opérer  d'une  manière  plus  uniforme  et  n'avoir  pas  à  distinfi;uer 
si  la  comète  est  plus  ou  moins  éloignée  du  Soleil  que  la  planète  per- 
turbatrice, ce  qui  sera  surtout  utile,  si  l'on  veut  avoir  égard  aux  per- 
turbations provenant  de  plusieurs  planètes,  on  procédera  de  la  manière 
suivante  : 


On 

a 

0 

=  [a] 

+ 

[u- 

+ 

C) 

1" 

3    - 
-       I 

- 

2 

K„ 

"i 

2, 

Cl]  -t- 

!  "■' 

+ 

C)2 

et  si 

l'on 

pose 

a 

1  "•" 

■( 

ir 

+  C 

y 

=  p, 

il  en 

résu 

Ite 

(-)  = 

=  P 
r  P^ 

2  ^- 

aK,, . 

.,\- 

_A 

P 

3K„rt 

) 

^        3 

-  H 

I 

.5 

.  2 

K 

0  "  f  ' 

p' 

7 

3 
) 

.5 

.2 

7 
.3 

K'' 

a\ 

P 

Pour  développer  les  puissances  de  P  renfermées  dans  cette  formule, 
nous  pouvons  mettre  P  sous  celte  forme 

„         r     n         I  \M  r  u* -h  ^cu- — iaia  —  c]~\ 

,     r  .         k'-4-2c«' — ^aia  —  c)  ■    f      ,        .         ,  , 

la  fonction ^ — -. —  est  une  quantité  négative  dont  la  valeur 

a.  H-  [la  — _cj-  '  " 

absolue  est  plus  petite  que  l'unité;  on  peut  donc  développer  les  puis- 
sances de  P  d'après  la  formule  du  binôme  ;  mais  ces  développements  ne 
seront  pas  orclonnables  suivant  les  puissances  de  u;  ils  seraient  néan- 
moins entiers  par  rapporta  u,  mais  leurs  termes  seraient  très-compli- 
qués. 
Aussi  ce  qu'il  y  aura  de  préférable  sera-t-il  de  remplacer  P~-\  P~^, . . . 

Journ.  de  Math,  (j'  série),  tome  V.  —  DÉCEJinnE  18-9.  3  I 
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ail  iuoyeii  de  l'interpolation  par  des  polynômrs  entiers  en  »,et  l'on  aura 
ainsi  0  même,  sous  forme  entière. 

On  calculera  de  même  les  dérivées  de  0, 


'^^  O  fr.--%  fT-  r>-^  5.7,^.,       o,,-4  5.7.Q,,, 


■^  :=  -  Vrt,  -  Ko  (P'^  4-  5K,rr,P'  ^  +^-'R;^rt;P"'  -h  • 

«n,  ■  \  1.2"' 

ainsi  que  les  dérivées  des  ordres  supérieurs  ;  elles  s'obtiendront  tontes 
sous  forme  entière. 

On  pourrait  aussi  développer  0  en  série  entière   par   rapport  à  la 
variable  u',  en  employant  les  formules  du  n°  8. 


Intégration  des  formules  de  perturbation. 

12.  Quand  on  aura  calculé  les  seconds  membres  des  formules  de 
perturbation  du  n"  o,  d'après  tout  ce  qui  précède,  on  ne-  pourra  pas 
encore  passer  immédiatement  à  leur  intégration;  car,  auparavant,  il 
faudra  faire  disparaître  dans  ces  seconds  membres  le  temps  t  qui  se 
trouve  introduit  par  les  coordonnées  de  la  planète  perturbatrice,  afin 
de  n'y  laisser  que  la  variable  u. 

D'après  les  formules  qui  fournissent  (n"*9,  10)  les  dérivées  de  V,  le 

temps  t  entre  dans  ces  dérivées  par  s.  sin'l',,  cos»]',  et  par  —-  qui  ren- 
ferme ces  trois  quantités. 

Les  expressions  des  coordonnées  de  la  planète  sont 

r,  =  rt ,  (  I  -i-  .y 

avecj  =  —  p,  COS7J,  [t  t-  t,  ) [cos2«,(/  -4- t,  )  —  1]  -+-...  ; 

(II,  =n^[t  +  T,',  +  L 
avccL  =  2É',sin«,(/  +t,)+  |ejsin2«,  (^  4-  r,  )  +  .  . ., 

On  a 

7z,  =  V  Ma,"- , 
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et  d'après  la  formule  qui  donne  /  -i-  z  (n°  5),  si  nous  posons 


I    I  n'        1 . 3    I    «■        1 . 3 . 5    I    «" 


s  =  2r7,-  '  y/^^  ("t.  c  +  1\  ''  +  T,  ^  + 


A  •■  A= 


nous  obtiendrons 


n,{(  +  t)    =  F+  s, 

«,(^  -4-  -|)   =  «,(t,   —   T)-'n  F  +  S. 


Si  donc  on  pose 


J,   =  SU1?J,  (T,   —   t)I  I ~   H 


3.4 

cosh,(t,  —  ■)(S- y;^+  •••)' 


S= 


S-  S' 

J,  =  cos».  (t.  —  T  )  (  I ^ 1- 


1.2  1.2.3.4 


.  2.  J 

on  obtiendra 

bin  7i,  (/  +  •:,)=:  J,  cosF  -+•  Jo  siiiF, 
COS7Z,  [t  -1-  -,  )  --=  Jo  cosF  —  J,  sinF. 

Eu  reniplaçanl  la  quantité  S  dans  J,,  Jo,  oii  obtiendra  J,,  Jj  sous 
forme  de  séries  entières  en  11,  qu'on  ordonnera  par  rap|)ort  aux  puis- 
sances de  c.  D'après  la  formule  qui  donne  F,  on  peut  développer  sinF, 
cosF  en  des  séries  entières  par  rapport  à  u;  mais  il  pourra  être  plus 
commode  dans  la  pratique  de  remplacer  sinF,  cosF  au  moyen  de 
l'interpolation  par  des  fonctions  entières  de  zi  d'un  nombre  limité  de 
termes. 

Connaissant  en  fonction  de  u  les  quantités  sin/i,  (/ +  t,), 
COS7Z,  (/ -h  T|  ),  on  en  conclura  facilement  s  et  Ij.  Enfin,  connaissant 
sin«,(Z -f- T,),  cos«,  (/ +  T|)  et  L  en  fonction  de  //,    nous  formerons 

5i.. 
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siii<!>|,  cos'l',  au  moyen  des  fonmiles 

sin>]>|  =  sin7/,(^  +  ^i)  (  ' 1 )  -^  eos/?,  (t  4-t,)  (l -^. V 

cos'i'i  =  cos«|  (/  +  T|'m  1 ^- +  •  •  )  —  sin //,{/ -I-  T,)  (L- 


1.2  /  ^  \  1.2.3  / 

Si  donc  0  <T  été  calculé  sons  forme  entière,  ce  qui  ania  lien  lors- 
qu'on emploiera  la  seconde  méthode  (n"  11),  les  dilférentielles  des 
éléments  troublés  se  présenteront  sous  la  forme  entière  par  rapport  à 
;/  et  s'intégreront  très-focilement.  Les  intégrations,  quoique  sans  diffi- 
culté, pourraient  être  assez  compliquées,  si  l'on  employait  la  première 
méthode  de  développement  de  <-). 


SUR  l'équation  7^^  —  5jr'' =  2Z-.  4o5 


Siu^  l'équation   'jx'  —  5j'  z=  22" 
Par  le  p.  PEPIN,  S.  J. 


1.   La  résolution  en  nombres  entiers  des  équations  comprises  dans 
la  formule  générale 

nx"  -\-  bj'  =  cz- 

est  le  plus  souvent  impossible;  mais,  lorsqu'une  équation  de  cette  sorte 
admet  une  solution,  elle  en  admet  une  infinité  qu'on  déduit  successi- 
vement l'une  de  l'autre  au  moyen  de  diverses  formules.  Toutefois,  il 
n'est  pas  toujours  possible  d'affii'mer  qu'on  ne  laisse  échapper  aucune 
solution  exprimée  par  des  nombres  inférieurs  à  ceux  qui  forment  les 
solutions  calculées.  Il  est  évident  qu'en  ce  cas  le  problème  n'est  pas 
complètement  résolu.  Je  me  propose  d'étudier,  en  prenant  pour 
exemple  l'équation 

(i)  7  x'  —  5/''  =  22-, 

diverses  méthodes  que  l'on  peut  employer  pour  chercher  une  solution 
complète,  permettant  d'obtenir  avec  certitude  toutes  les  solutions  ex- 
primées par  des  nombres  inférieurs  à  une  limite  donnée.  11  ne  faudrait 
pas  se  faire  illusion  sur  la  généralité  de  ces  méthodes;  elles  conduisent 
au  résultat  cherché  dans  le  cas  actuel  et  dans  d'autres  cas  semblables  ; 
mais  elles  pourraient  bien,  en  certains  cas,  ne  donner  qu'une  solution 
incomplète. 
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2.  La  méthode  de  décomposition  en  facteurs,  employée  par  Fermât, 
n'est  pas  immédiatement  applicable  à  l'équation  proposée;  mais,  si  l'on 
en  retranche  l'identité 

^x"  —  5x'  =  ix' , 
on  obtient  l'équation  équivalente 

5(x^  —  r'')  =  2(2'  —  •'''^■')- 
Si  nous  posons 


m  sera  un  nombre  rationnel  et  l'on  déduira  de  l'équation  précé- 
dente 

5/?î(  >■■  —  X-)  =  2(0--  +  z), 

de  sorte  que  les  trois  indéterminées  a;,  7,  r,  considérées  comme  fonc- 
tions du  nombre  rationnel  w,  sont  assujetties  à  vérifier  les  deux  équa- 
tions 

(  I  —  ni)  X-  -f-  y-  -f-  m  z  =  o, 

(5/72  -1-  2)^:-  —  ^my-  -f-  2Z  =  o, 
dont  la  résolution  s'obtient  par  les  formules  suivantes  : 


5//i-  -r  ?.  5/;;'  -t-  4  '■"  —  2  'oiir  —  lo///  —  i>. 

Connnelessolutionsoù  lesindéterminées  auraient  luifactturcommun 
se  déduisent  facilement  des  solutions  en  nombres  entiers  et  premiers 
entre  eux,  nous  ne  considérons  que  ces  dernières  solutions  et  nous 
supposons  x^j,  z  premiers  entre  eux  deux  à  deux.  Ces  nombres  peu- 
vent s'exprimer  en  fonction  de  deux  nombres  entiers  et  premiers  entre 

eux  ;  il  suffit  pour  cela  de  poser  m  =  -  dans  les  dernières  équations, 
qui  deviennent  alors 


Comme  or,  )  et  z  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  si  l'on  re- 


SUR  l'équation  7Jt''— 5/' =  2Z-.  407 

présente  par  fj.  le  plus  grand  diviseur  commun  des  trois  dénominateurs, 


on  en  déduit 

i  IJ.X-  --=5p=-^  29% 

{a) 

j  ["-r  =5^^+    4^7- 

aq- 

[  ixz    =5p"--ioprj- 

iq 

3.  Or  le  nombre  [j.  n'est  susceptible  que  d'un  petit  nombre  de  va- 
leurs faciles  à  déterminer.  D'abord  la  première  formule  montre  que  [j. 
doit  être  positif;  puis,  en  substituant  Sp'  l-  —  2q-  (mod.  fj,),  on  déduit 
des  deux  autres  équations 

l^pq—^q'-^^o,      lopq -h  !iq"  Eiio     (mod. /;.)  ; 

d'où  l'on  conclut 

(h)  il\pq^^o     (mod.  p.). 

D'ailleurs,  en  considérant  que  p  et  q  sont  premiers  entre  eux,  on 
déduit  de  la  première  des  formules  (rt)  que  p.  ne  peut  avoir  avec  p'^ 
aucun  diviseur  commun  autre  que  2,  etavec  q  aucun  diviseur  commun 
autre  que  5.  On  doit  donc  conclure  de  la  formule  (Z»)  que  le  noadjre/i 
doit  être  un  diviseur  positif  du  produit  2.5.7  =  70. 

Supposons  d'abord  a  non  divisible  par  5.  11  sera  donc  diviseur  po- 
sitif de  i4,  de  sorte  qu'd  n'auia  que  l'une  des  valeurs  i,  2,  7  ou  14. 
Mais  les  deux  valeurs  extrêmes  i  et  i4  sont  exclues  par  la  congruence 

lix'-EE^zq-     (mod.  5), 

que  l'on  déduit  de  la  première  des  formules  {_a).  Si  [-'.  =  2,  posons 
p  =  2p,  et  divisons  par  2  les  formules  {a).  Nous  obtenons  un  premier 
système  de  solutions  exprimé  par  les  formules 

X-  =       q-  H-  lop], 
J-^  10//7  +    l\p,q-q\ 
\    z    =  10 p\  —  10 p,q  —  q-. 

Si  p.  =  7,  la  deuxième  des  formules  [a],  mise  sous  la  forme 

77'==  7r -2(/'-<7)% 
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montre  que /3  —  9  est  divisible  par  7,  de  sorte  que  l'on  peut  poser 
p  —  q^.  'jf,  en  désignant  pary"un  nombre  entier  premier  avec  q.  Dans 
ce  cas,  les  formules  [a),  débarrassées  du  facteur  7,  deviennent 

/  X-  =  q-  -h  10 fq  +  35/-  =  (q  -+-  Sff  4-  loj-, 

(II)  L=:=,/^+,4/9+35/='=(7+5/)=^-    47^+10/% 

\z     =roJ^--q\ 

Lorsque  /jl  est  multiple  de  5,  le  nombre  (j  doit  être  aussi  divisible 
par  5,  de  sorte  que  nous  pouvons  poser  p.  =  5«,  9  =  '^q^  ;  les  équa- 
tions [a),  débarrassées  du  facteur  5,  deviennent  alors 

iax-  =  p'  -H-  \oq\, 
ay-  :=^  p-  +  /^pq,    —  loq'^, 
uz    =z  p- ~  lopq,  —  loqi- 

On  déduit  de  la  première  formule  que  «doit  être  résidu  quadratique 
de  5,  ce  qui  exclut  les  valeurs  2  et  7.  Comme  ce  nombre  a  est  un  divi- 
seur positif  de  i4,  il  ne  peut  avoir  que  l'une  des  deux  valeurs  i  ou  i4- 
Dans  le  premier  cas,  les  formules  précédentes  deviennent 

/  jc-  =  p'  +  loq^, 

(III)  )■■  =p--h/tpq,     -107;, 
'  z    =/>=—  lopq,  -  ioqi. 

Si  «  =  i4,  la  seconde  formule  du  groupe  (a'),  mise  sous  la  forme 

i4j"-=(^4-2<7,)'-»47r, 

montre  que   la  somme  p-\'2q,  est   divisible   par  i4",   posant   donc 

P=  '4/-  27,, 
et  supprimant  le  facteur  i4  après  la  substitution,  on  obtient 
X-=qi  -4/7. +  l4/% 


(IV)  ;-=  14/^-71, 

(  z   =71-  14/7.  +  '4/' 


SUR    l'équation    7^:*  —    5_/*  =  2  2^.  4of) 

-i.  La  résolution  de  l'équation  proposée  se  trouve  ainsi  ramenée  à 
celle  des  quatre  systèmes  que  nous  venons  d'obtenir.  Toutefois,  il  nous 
suffira  d'en  considérer  deux,  car  les  systèmes  1  et  IV  sont  impossibles. 
L'impossibilité  du  système  (I)  est  rendue  manifeste  par  la  deuxième 
équation.  On  peut,  en  effet,  la  mettre  sous  la  forme 

j-'  =  i^\p1-  (?-  -ip^y-, 

siq—  ip,  n'est  pas  divisible  par  7,  on  en  déduit  celte  conséquence 
fausse  que  —  i  serait  résidu  quadratique  de  7.  Si,  au  contraire,  q  —  2p, 
est  multiple  de  7,  on  obtient  pour  x  et  y  des  valeurs  divisibles  par  7, 
tandis  que  nous  supposons  ces  nombres  premiers  entre  eux.  La  dernière 
formide  montre  immédiatement  que,  si  l'on  suppose  (^^r2p,  (mod.  7 \ 
j-est  multiple  de  7.  On  le  constate  pour  jren  substitua  ut  f/^Es4pî(tnod.  7), 
ce  qui  donne  a;^^  i4/>^  (mod.  ;^). 

Ou  constate  de  la  même  manière  l'impossibilité  du  système  IV. 
D  abord  ou  ne  peut  pas  supposer  ij,  multiple  de  7,  parce  que  les  trois 
nombres  cc,j,  z  auraient  uu  diviseur  commun,  contrairement  à  l'by- 
potbèse.  Mais,  ^,  étant  premier  avec  7,  on  déduirait  de  la  deuxième 
équation  que  ~  i  serait  résidu  quadratique  de  7,  ce  qui  n'est  pas. 

Il  nous  suffit  donc  de  résoudre  les  deux  systèmes  II  et  II [.  Bien  plus, 
un  seul  de  ces  systèmes  donne  toutes  les  solutions  possibles;  car  le 
système  II  se  ramène  au  système  III  par  la  substitution  unimoduiaire 
q  =  p  —■  5q,,f=^q,;  ces  deux  systèmes  sont  donc  équivalents. 

5.  Notre  problème  se  trouve  ainsi  ramené  à  celui  de  trouver,  en 
nombres  entiers  et  premiers  entre  eux,  tontes  les  solutions  des  deux 
équations  simultanées 

(    X-  =  p^  +  lO(j^, 

(c)  •.■>,, 

(  y-  =  p--^  lipq    -  \oq\ 

Pour  que  les  deux  nombres  x  et  j  soient  premiers  entre  eux,  il  est 
nécessaire  que  p  soit  impair;  et,  comme  la  différence  x'^  —  />-  ne  peut 
être  paire  sans  être  divisible  pur  8,  il  faut  que  le  nombre  q  soit  pair. 
Nous  pouvons  donc   poser  q  =  2nin  et  déduire  de  la  première  des 

Joiirn.  de  Mach.  (3"  série),  tome  V.  —  Décembre  187g.  3  2 
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équations  (c),  par  la  décomposition  en  facteurs, 

xdzp  =  -2iir       ou     4'«'i 
X  ::^  p  ^=  2011^      ou      ion', 

(le  sorte  que  les  trois  nombres  p,  q,  x  seront  exprimés  par  lun   des 
deux  systèmes  d'équations 

x-=in-    4-  lo/r,      ±:  p -=  m-     —  io«',     7=  2mn; 
X  =  2/H' -f- 5/i^,        ±:p=2i>r —  3/1-,       q  =  2mn. 

La  valeur  de  y'^  sera  exprimée  dans  le  premier  cas  par  la  formule 
j-  =  (m-  4-  /im?i  —  lojr)-  —  56 m" «^, 

et,  dans  le  secoml  cas,  |iar  la  foriiuile 

j--  =  1^1  m-  +  l\mn  —  Sir)'  —  56 ///-«^. 

C'est  à  la  résolution  de  ces  deux  équations  que  notre  problème  se 
trouve  ramené.  Mais,  avant  d'aller  plus  loin,  nous  remarquerons  que 
l'emploi  des  nombres  complexes  donne  beaucoup  plus  simplement 
le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir. 

6.  Comme  il  n'existe  que  deux  classes  de  formes  quadratiques  dont 
le  déterminant  soit  égal  à  —  10,  on  déduit  des  principes  exposés  dans 
notre  Mémoire  sur  les  nombres  complexes  a  +  b\j  —  c  (t.  I  de  ce 
Journal,  p.  3 17)  que  les  solutions  en  nombres  entiers  et  premiers 
entre  eux  de  l'équation 

5j:*  +  2Z'  =  yx* 

sont  données  pir  les  deux  formules 

±v''5j':^  V-  i^  =■{v''5-^v  —  ^){p      +7V-10)', 

rt  v5j'  ±  V--^z  =  (v/5  +  v'—  2)  [psjl  +  q  \J~^)\ 

dont  la  première  fournit  les  solutions  où  le  nombre  x  est  de  la 
forme  p'-+-\oq-,  et  l'autre  celles  où  ce  nombre  est  de  la  forme 
op'  -h  Q.q'-.  En  effectuant  les  calculs  indiqués,  puis  en  égalant  entre 
eux  les  coefficients  de  y'S  et  de  y/ —  2,  et  en  déterminant  le  signe  de_7' 


SUR   l'équation  "j  X*  ~  5j*  =  "i  z^  .  4'' 

par  la  considération  du  module  4»  on  trouve  que  les  deux  groupes  de 
solutions  sont  exprimés  rcspectivemenl  par  les  deux  .systèmes  d'équa- 
tions 

/    X   =  p-  -+-   10(j', 

(2)     '  J-- —  p"  —  60 [)^ fj"^  +  i no rj*  —  S pq    [p-  —  io(]-], 
\   z    =z  p"  —  Gop-q--\-  looq^ -\-  o.oprj(p^  —   lory'  , 

/  X  =3  5p-  -h  2 (•/'-, 

(^)      j  J'^  —  ^^P"  —  Gop-q-  ■+-  4'/*  —  8pq{^p^  —  2q-), 
\   Z    =  2 5/)'  —  6op-q-  +  47^  +  20 pq {5 p^  —  o.q''). 

Nous  ne  prenons  dans  ces  formules  qu'une  seule  des  deux  valenrs 
de  z  égales  et  de  signes  contraires,  parce  que  les  signes  des  indéter- 
minées sont  indifférents  pour  le  but  que  nous  avons  en  vue.  Les  deux 
nombres/)  et  q  peuvent  recevoir  toutes  les  valeurs  premières  entre 
elles,  cajiables  de  vérifier  la  deuxième  équation  de  chacun  des  deux 
systèmes.  Ces  équations  peuvent  se  tnettre  sous  la  forme  suivante  : 

(    (i)       r^={p-     -  l,pq-  loq^r-!i6p^q\ 
\   (2)     )-'^=  {5p-  ~  lipq  —  2q^)'-    —Bôp^-q-. 

Elles  ne  différent  que  par  les  notations  de  celles  que  nous  avons  ob- 
tenues dans  le  numéro  précédent.  Nous  allons  les  résoudre  successi- 
vement. 

7.  On  déduit  de  la  première  de  ces  équations,  par  la  décomposi- 
tion en  facteurs, 

±'\p'^—[\pq  —  lory^)  ±  ;■  =  2.y^     ou  [\s^, 
±  [p-  —  l\pq  —  io<y-)  zp  7^  =  28^-   ou    i[\t- , 

de  sorte  que  la  résolution  de  cette  équation  est  ramenée  à  celle  des 
deux  systèmes 

db  (/)'  — 4/77  — 107=)  n:^  .y^+  i4;%    pq  —  st,     ±  ,r  =  i^  — i4'!'; 

dz  (p"  —  4/'7— 107")  =  ai"  + 7i^     pq=st,      dzj  =  2s-  —  ']t\ 

Comme  on  a  identiquement  p'^  —  hp'j  —  107"=  [p—  2qY  —  \l\(i-,  on 
voit  immédiatement,  par  la  considération  du  module  7,  que  l'on  doit 
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exclure  le  signe  inférieur  dans  la  première  équalion  de  chacun  de 
ces  deux  syslèines;  car  avec  ce  signe  on  serait  amené  à  cette  conclu- 
sion absurde  que  —  i  ou  —  2  seraient  résidus  quadratiques  de  7. 
Ainsi  on  aurait  dans  le  second  système 

ce  qui  est  impossible;  car,  le  nombre  p  étant  impair,  i  doit  l'être  éga- 
lement; de  sorte  que  l'on  dé  hiit  de  l'équation  pq  =^st  que  les  deux 
nombres  j  et  q  sont  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs.  Le  second 
membre  de  la  dernière  formule  est  donc  nécessairement  multiple 
de  8,  tandis  que  le  premier  membre  e.st  de  la  forme  8/  +  2.  La  réso- 
lution de  l'équalion  (A,  i)  est  donc  ramenée  à  celle  du  système  unique 

(4)     pq  =  st,      p^  ~  /{pq  —  ioq-  =  s-  -r-  \^t-,      ±j=zs'^~llil-. 

De  même,  en  appliquant  à  l'équation  (A,  2)  la  décomposition  en 
facteurs,  on  obtient  les  formides  suivantes  : 

pq  =^  st,      àz[5p-  —  Ifpq — 2q-)  ±  /  :=  3S-      ou   /{S-. 

±[5p^  —  fipq  —  2q-)zïzj  =  2Si-   ou    i4^", 
pq—st,      ±:{5p- —  fipq  —  2q^)  =  s- -{-  iLit- ,      ±/  =  s-  —  îi\t^, 
pq=st,      dz[Sp- —  lipq  —  2q-)— ïS- -{- 'Jt'^,      ±J —■  is' — '] t'. 

On  conclut  d'abord  de  l'identité  5p-  —  l\pq  —  •». q'  ^=  '] p-  —  2[p  -{-  q)- 
qu'on  doit  prendre  le  signe  inférieur  dans  la  deuxième  équation  de 
chacun  de  ces  deux  systèmes;  car  avec  le  signe  supérieur  on  aurait  ce 
résultat  absurde  que  — 2  serait  résidu  quadratique  de  7.  De  plus,  on 
doit  rejeter  le  premier  système.  On  aurait  en  effet 

^[p-^^f  —  Tp-  =  s-  +  i[^t-; 

or,  p  étant  impair,  il  faut  que  s  le  soit  aussi,  de  sorte  que  l'équation 
p(^  =  st  exige  que  les  deux  nombres  q  g\.  t  soient  de  même  parité,  de 
sorte  que  des  deux  nombres  t  et  [p  +  q)  l'un  est  nécessairement  pair 
tandis  que  l'autre  est  impair.  Si  donc  nous  mettons  la  dernière  équa- 
tion sous  la  forme 

2[p  +  qY  —  ïl^t^  —  S-+  -j  p-, 
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nous  voyons  que  le  premier  membre  est  de  la  forme  8/ +  2,  tandis 
que  le  second  est  multiple  de  8.  Il  suffit  donc  de  considérer  le  second 
système. 

Les  résultats  obtenus  jusqu'ici  peuvent  se  résumer  de  la  manière 
suivante.  Les  solutions  de  l'équation  proposée  se  partagent  en  deux 
groupes,  suivant  la  forme  quadratique  de  la  première  indéterminée  x, 
et  sont  déterminées  en  fonction  de  p,  q,  s  et  t,  au  moyen  des  deux 
systèmes  de  formules 

(    X  =  p-  -'r- loq-,     j  =  s^  —  ilii-^ 
(5)  l     z=-p''  ^  2op^q  —  6op-q-  —  20opq^-{-  ioo(/*, 

(  pq  =  st,     p-  —  107-  ::.-  s-  -r-  t\st  +  i^t-; 

!'  X  ~  5/j'  -i-  y.q-j      y  =  2^-  —  7/-, 
Z  --  25p'  -+-  loop'q  —  Gop^q^  —^[opq^  -h  l\q\ 
pq  =  st,      2p- —  5q- =  2S- —  ^sl  -i-  jt'-. 

8.  L'équation  pq  —  st,  commune  aux  deux  systèmes,  est  résolue 
d'une  manière  complète  par  les  formules 

( 7  )  p  ^\h,     q  =  iJ.k,     5  =  Xp.,      t  =  hk, 

où  X,  p.,  h  et  A'  désignent  des  nombres  entiers  quelconques,  assujettis 
à  la  condition  unique  de  rendre  premiers  entre  eux  les  deux  nombres 
p  et  q,  ainsi  que  les  deux  nombres  .$■  et  t.  Cette  condition  est  remplie 
en  prenant  les  quatre  nombres  X,  p.,  h  et  k  premiers  entre  eux  deux  à 
deux,  et  elle  ne  peut  1  être  que  de  cette  manière. 

La  substitution  des  expressions  (7)  dans  la  dernière  formule  du 
système  (5)  donne  entre  les  quatre  nombres  X,  p.,  h  et  k  l'équation 

(8)  2{'jh-  +  5iJ.^)k^-h^hiJ..lk  +  l-{ij:-  -/r)  =  o; 

en  la  résolvant  successivement  par  rapport  aux  deux  quotients  t  et  -> 
on  trouve 


(9) 


—  y./l±\ 

^. 

\1^>' 

'-5,^') 

1'' 

5yy 

—  l\i± 

—  1 

i4o/< 
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On  -voit,  par  la  première  de  ces  formules,  que  les  nombres  h,  [j.  forment 
une  solution  de  l'équation  proposée,  car,  pour  déterminer  une  valeur 

rationnelle  du  rapport  t'  ils  doivfnt  vérifier  la  condition 

(10)  7/r  — 5p.=  =  a/% 

/désignant  un  nombre  entier.  Ainsi  toute  solution  de  l'équation  pro- 
posée dans  laquelle  la  première  indéterminée,  x,  esl  de  la  forme 
p-  -\-  \o(j-,  dépend  d'une  solution  x  =  /i,  j  =  /xde  la  même  équation, 
et  on  la  déduit  de  cette  solution  au  moyen  des  formules  (9),  (7)  et  (5). 
Inversement,  de  toute  solution  de  l'équation  (i)  ou  déduit  deux  solu- 
tions de  i'équation  (8)  ;  car,  si  les  nombres  x  —  h,  J  =  [J.  satisfont  à 
l'équation  (i),  la  première  des  formules  (9)  donne  deux  valeurs  ra- 
tionnelles du  rapport  -.  En  les  réduisant  à  des  fractions  irréductibles, 

on  aura  deux  systèmes  de  valeurs  des  nombres  k  et  X,  lesquelles  for- 
meront avec  les  deux  nombres  Ji  et  |jl  deux  solutions  de  l'équation  (8j. 
Cbacun  de  ces  systèmes  de  valeurs  de  ^-  et  de  >.  satisfait  à  l'équation 

(11)  X*  —  l4oÂ-'   :=  g=, 

car  autrement  les  valeurs  du  rapport-?  déterminées  par  la  seconde  des 

formules  (9),  ne  seraient  pas  ralioimelles. 

9.  Dans  le  second  groupe  de  solutions  de  l'équation  (1),  la  dernière 
équation  donne  entre  les  quatre  nombres  ).,  [j.,  h,  k  la  condition 

(12)  [^[1.-  H-  7/i-jA-  —  [\hiJ..).k  +  2 (p.-  —  lr)\-  —  G, 
d'où  l'on  déduit 


/■         2//fidr  \/  •?.  i  7  //' 


(.3) 


X  'J  h'  H-  5  fi^ 


Il  résulte  de  ces  formules  que  les  deux  nombres  Ii  et  p.  forment  une 
solution  de  l'équation  proposée,  et  les  nombres  l.k  une  solution  de 
l'équation 
(i4)  4X*-35A-'=/^ 
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Ainsi  toute  solution  île  l'équation  (i)  fournit  deux  nombres  A,  [j. 
propres  à  vérifier  l'équation  (12);  on  en  déduit,  par  la  première  des 
formules  (i3),  deux  systèmes  de  valeurs  de  X  et  de /f  qui  satisfont  à 
l'équation  (i4)-  De  même,  toute  solution  de  l'équation  (i4)  donne 
deux  nombres),,  k,  d'où  l'on  déduit,  par  la  seconde  des  formules  (i3), 
deux  systèmes  de  valeurs  de  h  et  p.,  formant  deux  solutions  de  l'équa- 
tion (i);  en  associant  les  nombres  X,  k  avec  ces  deux  systèmes  de  va- 
leurs, on  obtient  deux  solutions  de  l'équation  (12)  et,  par  les  formules 
(7),  deux  solutions  de  l'équation  (i).  Le  lien  qui  unit  entre  elles  les 
solutions  des  trois  équations  (1),  (12)  et  (i4)  fait  qu'on  est  assuré  de 
les  résoudre  complètement  toutes  trois,  pourvu  qu'on  résolve  complè- 
tement l'une  d'elles.  Il  faut  en  dire  autant  des  équations  (i),  (8)  et  (10), 
de  sorte  qu'en  résolvant  complttement  l'une  quelconque  des  cinq 
équations  (i),  (8),  (10),  (12)  et  (i4),  nous  sommes  assurés  d'obtenir 
pour  chacune  des  autres  toutes  les  solutions  formées  par  des  nombres 
inférieurs  à   une  limite  donnée. 

10.  Pour  calculer  les  solutions  des  équations  (8)  et  (1  2),  nous  pose- 
rons 

(.5)  .=5,     -^  =  -n. 

L'équation  (8)  deviendra 

(8')  2(77;= +  5)^-4- 4?v)  4- (i  — -/j-)  =0. 

A  chaque  %aleur  de  vj  correspondent  deux  valeurs  de  ^  et  réciproque- 
ment. Désignons  par  ç  et  |'  les  deux  valeurs  de  |  que  l'on  peut  asso- 
cier à  une  même  valeur  de  /j,  de  manière  à  vérifier  cette  équation  ;  la 
somme  de  ces  deux  valeurs  sera  déterminée  par  la  formule 

(")  Ç  +  ?'  = 


7  >■;'  -+-  3 

De  même,  les  deux  valeurs  de  ■r\  que  l'on  peut  associer  dans  l'équa- 
tion (8')  à  une  même  valeur  de  ^  ont  leur  somme  exprimée  par  la 
formule 

(^)  •''  +  -'''  =  7#^- 
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Ail  moyen  de  la  solution  évidente  S  =  o,  vj  =  —  i,  on  obtient,  par 
la  formule  («),  Ç,  =  ^.  Cette  valeur  de  H  peut  être  associée  à  deux  va- 
leurs de  y;,  dont  l'une  nous  est  déjà  connue,  savoir  yj  =  —  i  ;  nous 
obtenons  la  seconde  |)ar  la  formule  [h),  qui  devient 


Puis  faisant  vj  —  f-f-,  ^' =  ^,  nous  déduisons  de  la  formule  [n) 
?-'  "^  "~  iff-  Cette  solution  ^  =  —  -i-||,  ïj'=  |-|-  donne,  par  la  formule 
(Z»j,  Tjn  =  ',°5'oY'i  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  par  l'emploi  aller- 
natif  des  formules  [a)  et  {b),  nous  fortnons  une  suite  de  valeurs  de  z 
et  de  n,  dans  laquelle  chaque  valeur  de  v}  se  trouve  comprise  entre 
les  deux  seules  valeurs  de  ^  qu'on  puisse  lui  associer  pour  vérifier 
l'équation  (8).  Cette  suite  est 

^^^  j  5    -=o,     -0=  -I,  ?,  =i, 


Si,  au  lieu  départir  de  la  formule  [a],  nous  employons' d'abord  la 
formule  [b)  avec  la  même  solution  primitive -/j  =:  —  i,|=  o,  nous  for- 
mons une  autre  suite 

■/;  =  —  I,      ç  =  o,      rj,—  I,      g,  =  — -^,      -/j,—  —  ff,       .... 

que  l'on  peut  considérer  comme  le  prolongement  vers  la  gauche  de  la 
suite  (c).  Mais,  dans  le  cas  actuel,  elle  n'offre  aucun  intérêt,  parce 
qu'elle  ne  présente  que  les  termes  de  la  suite  (c)  changés  de  signes. 

11.  L'équation  (12)  peut  se  résoudre  de  la  même  manière.  Après 
l'avoir  mise  sous  la  forme 

(12')  (7-/3=  -i-  5)^2  —  4ï3?-(-  2(1  —  >!=)=:  o, 

en  faisant  les  substitutions  indiquées  par  les  formules  (i5),  on  eu  déduit 
les  deux  formules 


7n"+  5 


'b')  ^-^^'-^ 
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dont  l'emploi  alternatif,  à  partir  de  la  solution  primitive,  -^  —  i,  S  =  o, 
donne  une  suite  indéfinie  de  solutions 

I^''j         -r   "-•)         1    —   ')         Çl   31  'ïl    11'         t2  369'  ■•■• 

I^es  valeurs  de  vj  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  précc'dent,  et  celles 
de  ç  sont  doublées.  On  [)ouvait  le  prévofr,  car  il  suffit  de  remplacer 
dans  les  formules  (a'j,  [b')  les  nombres  S,  t'  par  2;,  2 S'  et  les  nombres 
r,,  ■(]'  par  —  v]  et  —  vî',  pour  identifier  ces  formules  avec  les  formules 
{a)  et  [h). 

La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  pour  résoudre  les  équa- 
tioiis  (8')  et  (12')  revient  au  fond  à  celle  qu'Euler  a  donnée  dans  un 
iMémoire  posthume,  publié  en  i83o  par  l'Académie  impériale  de  Saint- 
Pétersbourg  (3/fmo?>e^. . .,  l.  XI,  p.  69). 

Les  solutions  de  l'équation  jiroposée  se  déduisent  de  ce  calcul  en  éga- 
lant le  rap|)ort  -  aux  diverses  valeurs  de  v;   comprises  dans  l'une  des 

suites  (c)  ou  (rf).  Comme  les  deux  nombres  h  et  \t.  sont  premiers  entre 
eux,  ils  se  trouvent  par  là  coniplétement  déterminés.  Cette  méthode 
est  très-simple,  mais  on  n'est  pas  assuré  d'obtenir,  de  cette  manière, 
toutes  les  solutions  possibles;  car  il  n'est  pas  démontré  que  toutes  les 
solutions  de  l'équation  (8')  se  déduisent  successivement  des  solutions 
primitives  vj  =  ±  i,  £  =  o,  par  l'emploi  alternatif  des  formules  (a)  et 
(6).  11  j)ourrait  exister  quelque  autre  solution  primi!ive,  donnant  lieu  à 
une  suite  de  solutions  non  comprises  dans  la  suite  (c). 

lîi.  Notre  problème  est  pourtantsusceptible  d'une  solution  complète, 

que  l'on  déduit  des  formules  (5),  (6),  (7),  (8)  et  {12).  En  effet,  quelle 
que  soit  la  solution  considérée  de  l'equalion  (i),  solution  que  nous 
désignons  par  (x,,  y ^^  5,),  tant  que  la  première  indéterminée  x^  est 
supérieure  à  l'unité,  on  peut,  par  la  décomposition  en  facteurs  de  celle 
(les  formules  A  qui  correspond  à  cette  solution,  la  ramener  à  uneautre 
solution  en  nombres  moindres,  et  l'exprimer  en  fonction  de  celte  nou- 
velle solution,  soit  au  moyen  des  formules  (5)  et  (8),  si  j",  est  de  la 
forme  p-  4-  lory-,  soit  au  moyen  des  formules  (6)  et  (12),  si  .r,  est  de 
la  forme  5/;-  +  ary-.  En  remplaçant  les  nombres  //,  p.  par  x,j,  on  dé- 
duit  des   formules   citées   les    expressions  suivantes    de   la   solution 
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,jN     I  (2)  r-,   =  [X-x-  -+-  lolkxj  —  loli-)-^  I-  —  i /iol- k- X- j- , 

/(i)         -^i  =    5).-j:- -f- 2/--;--,      ±  _^-,  =  2>.-;-- —  7A--a", 
/■|j\    )  (2)         2,    =--  {Sl-x-  -i-  lolkxj  —  ^A-)--)-  —  i4oX-A-,r-|--. 
(3)  1  ^^-o-^--^^,     7.r' -  S;-*  -  2z^ 

On  a  le  premier  système  quand  jr,  est  de  la  forme  p-  4-  iO(/\  !e  se- 
cond quand  j:,  est  de  la  forme  5p-  -H  ai^-.  Inversement,  de  tontes  solu- 
tions [x,y,  z)  de  l'équation  (i)on  en  déduit  deux  autres  en  nombres 
plus  grands,  une  par  chacun  des  deux  systèmes  (I)  et  (11).  A  cause  du 

double  signe  de  z  dans  la  formule  qui  détermine  le  rapport  ^  on  pour- 
rait croire  qu'iuie  luème  solution  peut  en  fournir  quatre  autres;  mais, 
comme  les  nombres  .r,,  j\  doivent  être  premiers  entre  eux,  le  signe  de 
z  se  trouve  complètement  déterminé.  Dans  les  formules  (1),  X  doit  être 
nn  nombre  impair;  d'ailleurs  le  dénominateur  est  delà  forme  8/ -t-  4; 
il  faut  donc  choisir  le  signe  de  z  de  manière  à  rendre  le  numérateur 
—  jTjzhz  divisible  par  4.  Dans  les  formules  (II),  au  contraire,  le  nombre 
k  devant  être  impair,  il  faut  choisir  le  signe  de  z  de  telle  sorte  que  l,i 
somme  xj  ±  z  soit  de  la  forme  l\l  +  2. 

La  nouvelle  solution  (.r,  y,  z)  pourra  de  même  se  ramener  à  une 
solution  en  nombres  moindres,  pourvu  que  x  soit  supérieur  à  l'unité. 
Elle  sera  exprimée  en  fonction  de  la  nouvelle  solution  par  les  for- 
mules (I)  ou  par  les  formules  (II),  suivant  \a  iorme  quadratique  de  x. 
Comme  les  valeurs  de  x  sont  positives,  elles  ne  peuvent  pas  décroître 
iudéfinimenl.  On  parviendra  donc  nécessairement  à  lasolulion  (i,  i,  i) 
dans  laquelle,  .r  étant  égal  à  i,  les  formules  (c)  du  n°  5  ne  sont  pos- 
sibles qu'en  faisant  ç  =  o,  et  dans  ce  cas  la  décomposition  en  fac- 
teurs cesse  d'être  applicable.  On  formera  ainsi,  à  partir  de  la  solution 
(a:,,^,,z,),  une  suite  de  solutions  dans  lesquelles  la  première  indéter- 
minée X  présente  des  valeurs  positives  et  décroissantes;  le  dernier 
terme  de  cette  suite  est  la  solution  évidente  (r,  1 ,  i),  et  chaque  terme 
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est  exprimé  en  fonction  du  suivant  par  l'un  des  deux  groupes  de  for- 
mules (I)ou  (II).  Si  donc  nous  appliquons  ces  formules  dans  un  ordre 
inverse,  nous  obtiendrons,  à  partir  du  terme  (i,  i,  i),  tous  les  termes 
de  celte  suite,  e(  conséquemment  le  premier,  qui  est  la  solution  consi- 
dérée (.X'i,  j',,  s,). 

En  appliquant  les  formules  (l)  à  la  solution  (i,  i,  i)  et  en  prenant  le 
signe  de  manière  à  obtenir  une  valeur  impaire  de  ).,  on  trouve  k  —  o, 
et  l'on  retombe  sur  la  même  solution  (( ,  i ,  i).  Les  formules  (II)  donnent 
la  solution  (yS,  ii,  971).  Ct-lte  nouvelle  solution  en  doime  deux 
autres,  dont  l'une  figure  nécessairement  parmi  les  solutions  décrois- 
santes qui  composent  la  suite  que  nous  venons  de  considérer,  à  partir 
de  1h  solution  (a?,,  j,,  z,).  Désignons-la  par  (jr„_.,  j„_2,  z„^;  ).  L'ap- 
|)licaiion  des  formules  (I)  et  (II)  à  la  solution  (x„_2,r„-2,  z,,,,)  donnera 
dp  même  deux  nouvelles  solutions  en  nombres  plus  grands,  dont 
l'une  (.r„_3,  j„_3,  z^.j)  fait  partie  de  la  suite  en  question.  En  réitérant 
ainsi  un  nombre  suffisant  de  fois  l'application  des  formules  (I)  et  (II), 
on  trouvera  nécessairement,  entre  autres  solutions,  tous  les  termes  de  la 
suite  considérée  et  par  conséquent  la  solution  {jc,,j\,  z,),  qui  en  est  le 
|)remier  terme.  On  est  donc  assuré  d'obtenir  par  les  formules  (l)et  (II), 
à  partir  de  la  solution  primitive  (i ,  1,1),  toutes  les  solutions  possibles  de 
l'équation  considérée,  rangées  suivant  l'ordre  croissant  des  valeurs  de  .x'. 

15.  Nous  avons  considéré  les  deux  systèmes  (I)et(irj  afin  de  rendre 
notre  démonstration  plus  rigoureuse.  En  pratique,  un  seul  suffit  pour 
donner  toutes  les  solutions  possibles,  pourvu  que  l'on  prenne  succes- 
sivement dans  la  formule  (3)  les  deux  signes  de  z,  et  que,  dans  celle 
des  deux  solutions  où  jc,  et  j',  sont  divisibles,  par  1,  on  supprime  ce 
facteur  1  ainsi  que  le  facteur  4  dans  la  valeur  correspondante  de  z,. 
Considérons,  en  effet,  dans  le  système  (I)  la  solution  étrangèrequi  cor- 
ies|)ond  à  luie  valeur  paire  de  ),.  Supposons  que  l'on  ait 


/  ']j:'-r-Oj-  2  A, 

k  étant  impair  et  ).  pair,  égal  a  2).,.  Si  l'on  suppri  ne  le  facteur  com- 
mun 2  de  X,  et  dej', ,  on  trouve 

X,  =  il'ix'-  -+-  ^k-)-.     j-,  =  2).p-=—  "jk-x-. 

53.. 
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n.iiis  \c  même  cas,  on  déduit  des  formules  (11^ 


/' 


\'  7  j:-+  5/* 

Il  suffit  de  comjjarer  les  valeurs  des  deux  rapports  4»  ^  pour  recou- 
iiaitre  que  l'on  a 

V  ~~     T  ~  ~  r^' 

pl  par  conséqucul  k'  =  —  k,  À'  =  >.,  Il  en  rrsulle  que  les  valeurs  de  jc, 
et  (lej>-|  déterminées  par  les  formules  (H)  se  déduisent  des  formules  (I) 
en  prenant  le  signe  auquel  correspond  une  valeur  paire  de  X  et  en 
supprimant  le  facteur  comnuin  2. 

On  peut  donc  remplacer  les  deux  systèmes  (I)  et  (II)  par  le  système 
unique 

Qx,  ='/,'- X- -i- loh'-y-, 

±.  Oj-,  =  A-y-  —  i4A'-x-, 

'TTT'i       '   ^'~''  ~  {"^^'^c'-h  lolkxy  —  lo/c-  )-)-  —  i4o/.-A-a-*7 -, 

1    A  —  ry  ±  z 


11        7^M-  5j- 

1     'J.t''  —   5j''  =  2Z'^ 

On  prendra  (5  =  2  ou5  =  i,  suivant  que  ).  sera  pair  ou  impair. 

Si  l'on  applique  ces  formules  à  la  solution  (a3,  1 1,  971),  on  trouve 

pour  le  rapport^  deux  valeurs  jr  et  —  ^^-  La  première  valeur  devrait 

être  rejelée  dans  les  formules  (I),  parce  qu'elle  correspond  à  une  solu- 
tion dont  les  termes  ne  sont  pas  premiers  entre  eux.  Mais,  en  faisant 
5  =  2  dans  les  formules  précédentes,  on  obtient 

.r,  =  10127,     .7'i=^'525, 

ce  qui  est  précisément  le  résultat  que  l'on  déduirait  des  formules  (II), 
La  seconde  valeur  du  rapport  -  donne  la  solution 

ji'^  =  80766889,     ^'0  —  61457/423. 
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î  i.  Afin  d'apprécier  la  rapidité  avec  laquelle  croissent  les  soluliotis 
successives,  formons  le  produit  des  deux  valeurs  c\ex,  qui  correspondent 
à  une  même  solution  {jc,j,  s).  Dans  les  formules  (111)  on  a  Q  =  i  pour 
l'une  de  ces  valeurs  et  5  =  2  pour  l'autre,  de  sorte  que  le  produit 
chei'ché  est  exprimé  par  la  formule 

D'ailleurs,  en  remplaçant  h  et  p.  par  .r  et  7  dans  l'équation  (8),  on 
trouve 

et  l'on  en  déduit^  =-^ — '--, —  Comme  les  deux    nombres  ^  et  v 

U  I  OJ-  +  l^.v' 

sont  premiers  entre  eux,  les  deux  termes 


.)  ■  — 


10  )'  -;-  i4j^' 


9.4  24 

ont  aussi  des  valeiu's  entières  et  premières  entre  elles,  de  sorte  que  l'on 
peut  poser 


kk'  =  i?i y^—  1     \X  =  m 


I  o  )''-^  \^x- 


24  24 

en  désignant  par  m  un  nombre  entier.  La  valeur  numérique  du  pro- 
duit ).X'  est  donc  supérieure  à  —■>  et  par  conséquent  x^  x\  est  >•  — •  Ce 

produit  x^x\  est  du  huitième  ordre  de  grandeur  par  rapport  à  x.  On 
voit  d'ailleurs,  par  les  formules  (III),  que  le  plus  petit  des  deuxfacteurs 
x,,  x\  est  compris  entre  le  deuxième  et  le  quatrième  ordre  de  gran- 
deur; l'autre  facteur  est  donc  compris  entre  le  quatrième  ordre  et  le 
sixième.  Ainsi  le  prodiiit  des  deux  valeurs  de  x  dans  les  deux  solutions 
que  l'on  peut  déduire  de  celle  que  nous  avons  désignée  ci-dessus 
par  x^,  J-i  serait  exprimé  par  un  nombre  de  plus  de  soixante  chiffres; 
la  plus  petite  des  deux  valeurs  de  x  atu-ait  plus  de  seize  chiffres. 

15.  On  peut  encore   résoudre  l'équation  proposée  en   lui   faisant 
subir  une  transformation  très-sim])Ic,  qui  permet  d'appliquer  immédia- 
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tement  la  flécompo&ilion  en  fadeurs.  Elle  consiste  à  poser 

X  =  171  -h  n,     j  =  m  —  n, 

ce  qui  est  permis  dans  le  cas  actuel,  puisque  les  deux  nombres  x  et  ^ 
sont  tous  deux  impairs.  En  supprimant  le  facteur  2  dans  le  résultat  de 
la  substitution,  on  obtient  l'équation 

(16)  z'-  =  [in-  ~f-  iimn  -f-  n-)-  —  \^o  m"n", 

qui  se  décompose  de  l'inie  des  deux  manières  suivatites  : 

mn  =  pcj,      ±  {m-  -+-  iiinn  -f-  n")  ±  z  =    ^jr  (ni    10;;-, 
inn  =^  p(],     ±  [m^  -+-  i2mn  -h  n")  q:  z  =  T~^'f  *'"    '^V"  ; 

de  sorte  que  la  résolulion  de  l'équation  proposée  se  trouve  ramenée 
à  celle  des  deux  systèmes  suivants  : 

pq  =:  m?i,      dr- { m- -h  1 2 iim -\- n- )  —    p"-h'55cj-, 
pq  r=  mu^      ziz  [m'^  -h  \21nr1  -f-  «-)  =  Sp-'h     7^-. 

Mais  on  doit  rejeter  le  second  système.  On  a,  en  effet, 

m-  ~n  I  2m?i  -f-  n-  —■  [m  -4-  6«)-  —  35/2', 

de  sorte  que  la  dernière  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

±  (m  -r-  &ii)-  TTi  "iStr  =  5/3-  -\-  -jq-, 

qui  en  manifeste  l'impossibilité;  car  on  en  conclut,  ou  bien  que  7  est 
résidu  quadratique  de  5,  ce  qui  n'est  pas,  ou  bien  que  les  deux 
nondjres  {m  -h  671)  et  q  sont  niulliples  de  5  ;  mais,  dans  ce  dernier  cas, 
on  déduirait  de  l'équation  pq  =  mn  que  l'un  des  deux  nombres  m 
ou  n  doit  être  multiple  de  5,  de  sorte  que  la  somme  m  +  6n  ne  pour 
rait  l'être  sans  que  les  deux  nombres  m  et  n  le  fussent  également. 
Clomme  il  en  résulterait  pour  x  et  pour  ^  des  valeurs  divisibles  par  5, 
la  seconde  conclusion  est  également  inadmissible. 

Quant  au  premier  système,  on  voit,  par  la  considération  du  module 
7,  qu'd  n'est  possible  qu'avec  le  signe  supérieur.  La  résolulion  de  l'é- 
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quation  (1)  se  trouve  ainsi  ramenée  à  celle  du  système 

(17)  P7  =  '"">       '""  ^-  I2W«  4-  n-  =  p-  -r-  357-. 

F.es  solutions  de  l'équation  (i)  sont  exprimées  p:ir  les  formules 

(18)  x-  —  m^n,     j- z=  m  -  n,     z  =  p- —  :,5cf-. 
16.  L'équation  pcj  =  nin  est  résolue  par  les  formules 

m  =  Ih,     n  =  p.k,     p  =  ).a,     r/  =  hk, 

où  À,  ,a,  /?,  ^désignent  quatre  nombres  entiers,  premiers  entre  eux  deux 
à  deux.  En  substituant  ces  expressions  dans  la  deuxième  des  équations 
(17),  on  trouve 

(19)  (^-  —  35/r)A--4-  12  tj-h-lk  -f-  (/r  —  a-;).--—  o. 

En  résolvant  cette  équation  successivement  par  ra|)port  aux  deux  quo- 
tients -»  -,  on  obtient  les  formules 


&u.h 

zt 

v'p'-i- 

-35//> 

^ 

± 

■35  A' 

6X/Î- 

v/x<  + 

35  Â< 

~  >^— 35X-  ' 

d'où  l'on  voit  que  les  nombres  {\,k)  ainsi  que  (a,  A)  forment  autant  de 
solutions  de  l'équation 

(21)  X*+35Y^  =  Z-. 

Ainsi  chaque  solution  de  l'équation  proposée  est  exprimée  par  les  for- 
mules (i8j  en  fonction  de  deux  solutions  de  l'équation  (21)  assujetties 
à  vérifier  ensemble  l'équation  (19).  Comme  chaque  solution  de  l'é- 
quation (21)  peut  être  associée  à  deux  autres  solutions,  de  manière  à 
vérifier  l'équation  (19),  elle  détermine  deux  solutions  de  l'équation  (i  j. 
Il  ne  faudrait  pas  en  conclure  que  cette  équation  admette  au-dessous 
d'une  limite  donnée  deux  fois  plus  de  solutions  que  celle-là  ;  car  il  faut 
deux  solutions  de  l'équation  (21)  pour  une  solution  de  l'équation  1 1  i. 

17.  Les  solutions  de   l'équation  (21  j  s'obtiennent   aisément  par  la 
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méthode  posthume  d'Euler.  Posons  pour  cela  ^  =  5,  -  =  v;  ;  celte 
équation  deviendra 

(if)')  (i  —  35r;-;  ;-  -^  \2r,':  -h  {r,''  —  l)  =  O, 

et  l'on  en  déduira  les  deux  formules 

,      „\  V      ,       >.,  12)1 

dont  l'emploi  ailernatif  fera  connaître  toutes  les  solutions  que  l'on  peut 
déduire  de  la  solution  primitive  r  =  o,-/;  =  i.  On  obtiendra  ainsi  la 
suite  indéfinie 

^  y         6  253        .,   73236 

"  '       '         '     "'        1 7        "       £)■;  I        ~'       3.Sibi 

Chaque  ternie  de  cette  suite  détermine  une  solution  de  l'équation  (21), 
et  deux  termes  consécutifs  donnent  une  solution  de  l'équation  propo- 
sée.  Au   moyen  des  deux   fermes  r,  ----  i,  ^,  ^  — 5  on  obtient  ).  ^  17, 

-         17 

A-  =  6,  p.  ^=  //  =  I,  et  l'cm  déduit  des  formules  (18)  .r  =  aS,  j'  =11, 
r.=  97[. 

Les  deux  termes  c,  =  — >  t.,  -—  -- —  donnent  le  système  ). ^  17,  A=6, 
17      '       971 

//  =  253,  p.  =  97 1 ,  d'où  l'on  déduit 

,r=ioiu7,     j)=:i525; 

et  ainsi  de  suite.  Cette  méthode  a  l'inconvénient  de  n'offrir  aucun 
moyen  pour  reconnaître  avec  certitude  si  l'on  a  obtenu,  oui  ou  non, 
toutes  les  solutions  exjirimées  par  des  nombres  inférieurs  à  une  limite 
donnée.  La  série  précédente  donne  bien  toutes  les  solutions  de  l'équa- 
tion (19')  que  l'on  peut  déduire  de  la  solution  primitive  ç  =  o.ïj  :=  1; 
mais  d  n'est  pas  démontré  qu'il  n'existe  pas  quelque  autre  solution 
primitive,  doiuianf  une  suite  distincte  de  la  précédente.  Si  donc  les 
formules  du  n°  13  exigent  une  discussion  plus  longue,  cette  complica- 
tion eit  compensée  par  l'avantage  qu'elles  ont  de  donner  une  solution 
complète  du  problème  proposé. 
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Page  I  12,  ligne  8, 

Dans  le  second  terme  du  numérateur  de  l'équalion  en  /  (formules  A   ,  rem])larei' 
le  coefficient  i  par  ~^. 

Même  page,  ligne  2  en  remontant. 

Dans  le  premier  terme  du  nuniéraleur   de   l'équation  en     •  écrire  \  p'  au  lieu 
de  1  p'. 

Devant  le  second  terme  du  numérateur  de  la  même  équation,  changer  le  coeffi- 
cient -  en  -. 

Page  126,  ligne  5  en  remontant, 

Il  ni 

Au  lieu  lie  —  =:  9.0,  Usez  —  =  20. 
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